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Abstract: Cooperative control consensus is one of the most actively studied topics within the realm 

of multi‐agent systems. It generally aims to drive multi‐agent systems to achieve a common group 

objective. The core aim of this paper is to promote research in cooperative control community by 

presenting the latest trends in this field. A summary of theoretical results regarding consensus for 

agreement  analysis  for  complex  dynamic  systems  and  time‐invariant  information  exchange 

topologies  is briefly described  in a unified way. The application under both non‐formation and 

formation  cooperative  control  consensus  for multi‐agent  system  also  investigated.  In  addition, 

future recommendations and some open problems are also proposed. 
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1. Introduction 

In comparison to an autonomous single agent/mobile robot, which only executes solo missions, 

better  operational  capability  and  efficiency  can  be  achieved  from multi‐agent  systems  that  are 

operating in a coordinated fashion. Owing to the ability to handle abundant computational resources 

that are embedded in an autonomous agent enables it to enhance operational effective capabilities 

through a cooperative teamwork of multi‐agent in military and civilian applications [1]. So by using 

multi‐agent  systems,  certain  global  objectives  can  be  achieved  through  sensing,  exchange  of 

information using communication, computation and their control [2,3]. 

A significant amount of research effort has been put into the cooperative control of multi‐agent 

systems in the last decade. In the cooperative control consensus, agents share their information with 

each  other.  This  information  may  lead  to  achieve  common  group  objectives,  relative  position 

information or common control algorithms. 

The behavior‐based approach has been used for researchers to examine the social characteristics 

of animals and insects to apply coordination control findings to the design of multi‐agent systems. In 

Reference  [4] Reynolds presented  three basic  rules of cohesion, separation and alignment. Where 

cohesion means  staying  close  to  all  nearby  neighbors,  separation means  avoiding  collision  and 

alignment means  to match  velocities with  the  remaining  agents.  By  introducing  the  aggregate 

motions of a multi‐agent system, the author generated the first animation on the computer. Also, for 

dynamic topologies, Viscek’s model is very important, which can be classified as a special type of a 

distributed behavioral model with Reynolds’ rules [5]. 
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Cooperative control for multiple agents can be classified as non‐formation cooperative control 

problems such as role assignment, automated parallel delivery of payload transport, foraging, task 

handling, air traffic control, cooperative search and timing, or as formation control problems such as 

mobile agents  involved  in surveillance and reconnaissance operations,  flying or unmanned aerial 

vehicles  (UAVs),  self‐assembly of  connected mobile networks,  autonomous underwater vehicles, 

spacecraft, aircraft, satellites and automated highway systems. To enable these applications in multi‐

agent systems, diverse cooperative control techniques need to be built up, including rendezvous [6,7] 

flocking [8,9] and swarming [10,11].   

The main issues for the multi‐agent consensus are coverage problems [12], network consensus [13], 

multi‐agent  navigation  [14]  and  formation  control  [15].  The  main  approaches  found  in  recent 

literature to solve these problems include algebraic graph theory‐based approaches [16], geometric 

constraint techniques [17] and the artificial potential field method [18]. In all these approaches, the 

agents  are  assumed  to  remain  entirely  connected with  each  other  for  communication  links  and 

particularly for formation control they should further form a predefined shape as well. 

The ultimate focus of  this paper  is  to present a review of consensus problems  in multi‐agent 

coordination systems with the aim of elevating more and more research in this field by emphasizing 

highly cited papers. Finally, applications of multi‐agent systems including consensus, flocking and 

swarming are also presented. 

The paper outline is as follows: A brief background on algebraic graphs and matrix theory is 

given in Section 2. Theoretical progress in consensus that includes convergence analysis for the time‐

invariant and dynamic state, consensus speed and heterogeneous agents is presented in Section 3. 

Section 4 demonstrates  the convergence constraint due  to practical  limitations. The application of 

multi‐agent  systems  can  be  seen  in  Section  5.  Finally,  conclusions  and  some open  questions  are 

discussed in Section 6.  

2. Preliminaries 

In order to exchange information among multi‐agent systems, it is natural to model this by way 

of an undirected or directed graph, where vertices represent agents and edges are the information 

exchange links among agents. A pair  ሺܸ,  ሻܧ is called a directed graph where  ܸ ൌ ሼ1,…	…… , ݊	ሽ  is a 
nonempty finite node set and  ܧ ⊆ ܸ ൈ ܸ  is called an edge set. The neighbor of  ݅௧௛  agent is denoted 
by	 ௜ܰ ൌ ሼ݆ ∈ ܸ ∶ ሺ݅, ݆ሻ ∈ ,ሺ݅	ሽ. For the edgeܧ ݆ሻ,  ݅  is known as parent node whereas j is mentioned as 

the child node. The edge  ሺ݅, ݆ሻ ∈  means that agent j can get updates from agent ܧ 	݅  but for agent  ݅ 
it is not permissible. Contrary to a directed graph, the undirected graph can be seen as a special type 

of directed graph where un‐ordered pairs of nodes are allowed. The edge  ሺ݅, ݆ሻ ∈  ܧ is referred to as 
agent  ݅  and  ݆	  and  can  receive updates  from  each other  so  edges  ሺ݅, ݆ሻ  and  ሺ݆, ݅ሻ  in  the directed 
graph equate to an edge  	ሺ݅, ݆ሻ  in the undirected graph [19]. 

In a directed graph, if there is a directed path from every node to every other node it is known 

as “strongly connected.” Similarly, in an undirected graph, if there is an undirected path between 

every pair of distinct nodes then  it  is called “connected graph.” A node  is called a root  if  it has a 

directed path  to  the  remaining nodes without having  a parent  itself. A  rooted directed  tree  is  a 

directed graph where except for one node remaining nodes should have exactly one parent node [20].   

For a directed graph with a node set  ܸ ൌ ሼ1,…	…… , ݊	ሽ  the adjacency matrix  ܣ ൌ ሾܽ௜௝ሿ ∈ ܴ௡ൈ௡ 
is defined  as  a  “positive weight” where  ܽ௜௝ ൌ 1  if  	ሺ݆, ݅ሻ ∈ ܧ   and  ܽ௜௝ ൌ 0  for	ሺ݆, ݅ሻ ∉ ܧ . As  all  the 
graphs  have  some weights  so  if weights  are  not  significant  in  a particular  situation,  then  ܽ௜௝   is 
assumed  to be equal  to one  for all	ሺ݆, ݅ሻ ∈  Self‐edges with positive weight are also allowed. For .ܧ

some  ܽ௜௝   graph  is  referred  to  as  balanced  if  ∑ ܽ௜௝
௡
௜ୀଵ ൌ 	∑ ௝ܽ௜

௡
௝ୀଵ   for  all  i. As  adjacency matrix  is 

symmetric for undirected graph thus every undirected graph will be automatically balanced. Thus, 

the adjacency matrix can be written as 

ܣ ൌ ሾܽ௜௝ሿ ൌ ൜1 ݂݅ ฮݍ௝ െ ௜ฮݍ ൏ ݎ
0 ݁ݏ݅ݓݎ݄݁ݐ݋
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The directed graph Laplacian matrix  ܮ ൌ ሾ݈௜௝ሿ ∈ ܴ௡ൈ௡   can be defined  as  ݈௜௜ ∑ ܽ௜௝௝ஷ௜   and  ݈௜௝ ൌ
െܽ௜௝  for all	݅ ് ݆. Similarly, if	ሺ݆, ݅ሻ ∉ ݈௜௝	then ,ܧ ൌ െܽ௜௝ ൌ 0. The graph Laplacian elements are defined 

as 

ܮ ൌ ሾ݈௜௝ሿ ൌ ൜
െܽ௜௝, ݆ ∈ ௜ܰ

| ௜ܰ|, ݆ ൌ ݅
 

Here,  |N୧|  is  the  number  of neighbors  of node  ݅   or  simply  its  in‐degree, where  the degree 

matrix  is  defined  as 	D ൌ diagሺdeg୧୬ሺ1ሻ, …… , deg୧୬ሺNሻሻ .  For  a  directed  graph,  L  is  not  necessarily 
symmetric  however  for  an  undirected  graph,  L  is  always  symmetric.  For  a  balanced  graph,  the 

degree‐in and degree‐out should be same.   

݀݁ ௜݃௡ሺ݅ሻ ൌ෍ܽ௜௝ ൌ

ே

௝ୀଵ

෍ ௝ܽ௜ ൌ

ே

௝ୀଵ

݀݁݃௢௨௧ሺ݅ሻ 

Similarly, the Laplacian matrix in terms of degree matrix can be defined as  ܮ“	 ൌ ܦ െ .ܣ ”  For an 
undirected graph, if  i୲୦  smallest eigenvalue of Laplacian matrix is  λ୧ሺLሻ with  λଵሺLሻ ൑ λଶሺLሻ ൑ ⋯	൑
λ୬ሺLሻ  such that first eigenvalue is zero then convergence rate of consensus algorithms is quantified 

by  λଶሺLሻ which  is known as algebraic connectivity [21]. If the undirected graph is connected then 

λଶሺLሻ  is always greater than zero [22]. Also, zero is the simple eigenvalue of Laplacian matrix, if the 

directed graph is strongly connected or the undirected graph is connected, while the reverse does not 

hold.   

The eigenvalue for Laplacian matrix having undirected topology are  λଵሺLሻ ൌ 0	  and		λ୧ሺLሻ ൐ 0, 
for a graph having  spanning  tree are  λଵሺLሻ ൌ 0  and  Reሺλ୧ሺLሻሻ ൐ 0	  and  for a complete graph are 

λଵሺLሻ ൌ 0   and  λ୧ሺLሻ ൌ N െ 1	  where 	i ൌ 2,3, … , N .  For more  details  on  graph  theory,  the  reader 

should refer to [19]. 

3. Theoretical Progress in Consensus 

A consensus protocol is a communication rule that specifies the exchange of information within 

a network, between an agent and all its nearby neighbors. If the information exchange among agents 

allows continuous communication or the bandwidth of communication  is significantly  large, then 

differential equation is used to model the information state. Similarly, if the information exchange 

data arrive in discrete packets, then difference equation is used to model information state of each 

agent  [1]. The  three major areas  that have been covered under consensus network are consensus 

algorithm, network topology and convergence rate. So, in this section, there is a review of the recent 

theoretical aspects of multi‐agent consensus problems. 

3.1. Convergence Analysis for Time‐Invariant Topology 

Time‐invariant communication  topology means  that  if at any  time  instant an agent can access 

information of another agent, then it is assumed that it can get updates from those agents all the time. 

The comparison between continuous and discrete consensus is presented in Table 1. From here, it can 

be seen that the final equilibrium state for continuous and discrete case is the weighted average of the 

initial condition of each agent. Still, it is not obvious that whether every agent will have some effect on 

the ultimate equilibrium state or not. As   ௝ݒ and   ௝ߤ are positive for strongly connected topology, thus 
in this situation each agent will have some effect on the final equilibrium state [23]. Besides this, for 

continuous and discrete protocol  if  ௜ݒ ൌ ௝ݒ ൌ 1 ݊⁄   and  ௜ߤ ൌ ௝ߤ ൌ 1 ݊⁄  where  ݅ ് ݆  then  the average 
consensus can be achieved which is the average of the initial condition of each agent [20]. 

For a directed topology, consensus can be achieved when the topology  is strongly connected 

because all  the agents  can pass  information  to  each other as depicted  in Figure 1 but  to achieve 

average consensus topology should be strongly connected and balanced as can be seen in Figure 2. 

For an undirected graph, the agreement can be achieved only if the graph is connected [20]. It also 

claims  in  [19]  that  if a graph  is balanced and weakly  connected  then automatically  it  is  strongly 

connected hence it contains rooted out branching thus average consensus can be achieved. 
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Table 1. Continuous vs. Discrete: Consensus Comparison. 

  Continuous Discrete 

Dynamics 
ሻݐሶ௜ሺݔ ൌ෍ܽ௜௝ሺݐሻሺݔ௝ሺݐሻ െ ሻሻݐ௜ሺݔ

௡

௝ୀଵ

௜ሾ݇ݔ ൅ 1ሿ ൌ෍ܾ௜௝ሾ݇ሿݔ௝ሾ݇ሿ

௡

௝ୀଵ

 

ሻݐሶሺݔ ൌ െݔܮሺݐሻ ሾ݇ݔ ൅ 1ሿ ൌ  ሾ݇ሿݔሾ݇ሿܦ

Key Matrix 
log௧→ஶ ݁ି௅௧ → ૚ࢀࣇ log௞→ஶ ௞ିܦ → ૚μࢀ 

ሻܮଵሺߣ ൌ 0 ሻܦଵሺߣ ൌ 1 
Eigen Value  ܴ݁	ሺߣ௜ሺܮሻሻ ൌ 0, ݅ ൌ 2,3, … , ܰ ሻܮ௜ሺߣ ൏ |1|, ݅ ൌ 2,3, …	, ܰ 

 

Figure 1. Strongly Connected: Consensus. 

 

Figure 2. Strongly Connected and Balanced: Average Consensus. 

Moreover, if the number of edges increases then algebraic connection will also increase causing 

settling time to reduce but overall cost will be increased, as shown in Figure 3. 
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Figure 3. Balanced Multi‐Agent Consensus. (a) Node Value vs time (b) Disagreement vs time. 

3.2. Convergence Analysis for Complex Dynamic Systems 

The network can be classified as static, dynamic and random network. Where static depends on 

linear‐time invariant systems, hybrid systems are dynamic, which leads to the Lyapunov function 

and at last, random networks rely on both Lyapunov and stochastic stability [19]. Here, the complex 

dynamic system is classified as switching network and synchronization network. 

3.2.1. Switching Network 

Recently, much research efforts for switching information exchange topologies of coordination 

of multi‐agent  system  has  been  performed.  In  communication,  there  are  constraints  in  terms  of 

bandwidth and energy while in sensing the limitations are in term of range and resolution [19]. There 

is also the possibility that the neighbor of an autonomous agent will not remain its neighbor for all 

the time, it may change according to the situation. For example, if the communication is being done 

using the direct sensor, then there is a possibility that the visible neighbors may change with respect 

to time. Similarly, the information exchange links may be changeable due to communication range 

limitations or disturbances. 

To achieve consensus for a time‐invariant, communication topology is notably simple. But, this 

is the not case with the communication topology to be dynamic. In switching for the single integral 

kinematics,  the  final value  is  constant while  for  the double  integral kinematics  the  final value  is 

dynamic. Here,  the dynamic  topology  can  be  achieved using  algebraic  graph. Transition matrix 

Φሺt, 0ሻ  corresponding  to  –  ሻݐሺܮ in  continuous‐time  then  the  solution  of  the  continuous‐time  and 

discrete‐time  agreement  protocols  can  be  modified  as  ሻݐሺݔ ൌ ,ݐሺߔ 0ሻݔሺ0ሻ   and  ሾ݇ሿݔ ൌ
 ሾ0ሿݔሾ0ሿܦሾ1ሿܦ…ሾ݇ሿܦ respectively. 

Therefore,  consensus  can  be  guaranteed  if  ݈݅݉௧→ஶΦሺݐ, 0ሻ ⟶ ૚்ݒ and 

	݈݅݉௞→ஶDሾkሿ……Dሾ1ሿDሾ0ሿ ⟶ ૚்ߤ ,  where  ݒ ൌ ሾݒଵ, …… , 	௡ሿ்ݒ   and  ߤ ൌ ሾߤଵ, …… , ௡ሿ்ߤ correspond  for 
continuous and discrete‐time respectively. There is another possibility when   ሻݐሺܮ is constant with 

some dwell time	 ௝߬ ൌ ௝ାଵݐ െ  ௝, where “dwell time” is defined as the time when there is no change inݐ

information  exchange  topology. The  connectivity  of  15‐nodes  realization  of  a  random  geometric 

network with different radius is illustrated in Figure 4, where it can be seen that for increasing radius 
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(r) the average node degree is also increasing. For  ݎ ൌ 0.48  the average node degree is	5.87, whereas 

for  ݎ ൌ 0.60  and  ݎ ൌ 0.80  the average node degree is  9.60  and  12.80  respectively. 

(a)  (b)  (c) 

Figure 4. Nodes Realization, (a) For radius = 0.48, (b) For radius = 0.6, (c) For radius = 0.8 [19]. 

3.2.2. Synchronization Network 

Synchronization in the complex network has also been extensively studied in [24,25] where the 

agents  should  synchronize  their  state with  the  remaining  agents while  achieving  the  target. The 

equation can be modeled as shown in Equation (1).   

หݔ௜ሺݐ െ ߬௜ሻ െ ݐ௝൫ݔ െ ௝߬൯ห → ∞ ⩝ ݅, ݆  (1)

Different approaches are utilized for both consensus and synchronization because consensus for 

a  team  of  agent  concerns  for  distributed  cooperative  control  while  in  complex  network 

synchronization  concerns  for  non‐linear  dynamics.  Similarly,  in multi‐agent  consensus  the  self‐

dynamic  is  linear or  zero  thus  leading  to  a  constant  final  state  [20]  and  can be  studied  through 

algebraic  graph  theory,  stochastic  matrix  theory  [26]  and  convexity  analysis  [27].  While 

synchronization in the complex network the self‐dynamic is non‐linear thus leading to a time‐varying 

final state where the connectivity is known prior and can be studied through algebraic graph theory, 

matrix theory [28] and Lyapunov function [29].   

3.3. Convergence Speed in Finite Time 

An  important performance measure  in consensus protocol  is  the convergence speed  in  finite 

time. The main objective is to design a control law in such a way that states should reach a common 

point in	ݐ ൒ ܶ, where T is the constant consensus time. The finite time consensus has two significant 

properties as compared to others in the sense of robust against uncertainties and disturbance rejection. 

As discussed earlier that except the smallest eigenvalue of Laplacian matrix which is always zero, 

all the remaining eigenvalues should be positive for a connected undirected graph, where   ଶߣ is the 
smallest positive eigenvalue. There are two measures to know about the convergence speed, one is 

by  using  ଶߣ   value which  is  expected  to  be  large  for  a  random  network  and  the  third  smallest 

eigenvalue should be far away from   ଶߣ for faster convergence. Another measure is by using the ratio 

in Equation (2) [30].   

ߩ ൌ lim
௧→ஶ,௑ሺ௧ሻஷ௑∗

ቆ
‖ܺሺݐሻ െ ܺ∗‖
‖ܺሺ0ሻ െ ܺ∗‖

ቇ
ଵ/௧

  (2)

where, ܺ∗  represents as the final equilibrium state. Reference [20] mentions the worst‐convergence 

speed for an undirected connected graph is Equation (3).   
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min
௑ஷ଴,૚೅௑ୀ଴

ܺܮ்ܺ
‖ܺ‖ଶ

ൌ  ଶߣ (3)

Using  optimal weight,  consensus maximum  fastest  speed  is  discussed  in  [31]. Also,  per‐step 

convergence factor for convergence speed is presented in [32] using stochastic theory. Continuous finite 

time consensus with single integral dynamic [33] and double integral kinematic [34] are demonstrated 

using a signum function [35]. Recently discrete finite time consensus is investigated in [36].   

3.4. Heterogeneous Agents 

In comparison to homogeneous agents, where all the agents have the same dynamics, which is 

not  practical  in  many  real‐life  applications.  So  an  extensive  study  has  been  done  recently  on 

heterogeneous  agents  group  where  each  agent  has  different  objectives,  role,  preference  and 

capabilities [37,38]. For example, in the multi‐agent system case when there are some agents on the 

ground and others are  in space, having different dynamics with each other. This motivates a hot 

research topic for researchers in multi‐agent system. Similarly, it is also not practical that all agents 

may updates their states synchronously with each other at the same time, because some agents may 

not get any update from any other agent will stay to its previous status as compared to dominant 

agents who require to update their state continuously. Thus, in reality, it is more suitable that agent 

should update their states regardless of other agents known as an asynchronous effect. 

This effect is also investigated using matrix theory [39] and linear matrix inequality [40]. Non‐

linear multi‐agent consensus protocol  for heterogeneous agents using  fuzzy disturbance observer 

[38], distributed ܪஶ  controller  [41],  internal model principle  [42] and switching  topology  [43] are 

also studied recently. 

4. Convergence Constraints due to Practical Limitations 

4.1. Computation, Execution, Control and Communication Delays 

In practical, there is always some time delay while sharing information among all the agents. It 

may affect system stability or the performance of the system by degrading it. The time delay can be 

categorized  as  communication,  control,  computation  and  actuation  delay.  Due  to  the  limited 

communication speed, the delay is called “communication delay,” the time required for the sensor to 

get information is called “control delay,” the computation time required to generate control input is 

called “computation delay” and time required for input to be actuated is called “actuation delay.” 

If we consider the time delay for the transmitted and received information states which are called 

input delay that contains both the computation and execution delays, then the equation of continuous 

time consensus protocol can be modified as shown in (4) 

ሻݐሶ௜ሺݔ ൌ෍ܽ௜௝ሺݐሻ ቀݔ௝൫ݐ െ ߬௜௝൯ െ ݐ௜൫ݔ െ ߬௜௝൯ቁ

௡

௝ୀଵ

 (4)

where  ߬௜௝   is  the  time  delay  between  agent  ݅   and 	݆ .  If  the  time  delay  degrades  the  system 

performance but not leads to instability, then there is a threshold that must be obeyed. Reference [20], 

shown  that  for a graph Laplacian matrix, where  for all  ݅	  and  	݆,  ߬௜௝ ൌ ߬  and  the communication 

topology is connected, undirected and fixed then average consensus can be achieved if and only if it 

obeys (5) 

߬௜௝ ∈ ൤0,
ߨ

ሻܮ௠௔௫ሺߣ2
൰  (5)

There is another possibility when only the transmitted information state is affected by the time 

delay, which is known as “communication delay” then the equation of continuous time consensus 

protocol will be modified as (6) 
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ሻݐሶ௜ሺݔ ൌ෍ܽ௜௝ሺݐሻሺݔ௝൫ݐ െ ߬௜௝൯ െ ሻሻݐ௜ሺݔ

௡

௝ୀଵ

  (6)

where, the collective dynamic can be expressed as  ሻݐሶ௜ሺݔ	 ൌ െݔܮሺݐ െ ߬ሻ. Fortunately, packet loss can 
be  treated  as  a  special  case  of  communication  delay,  where  packet  loss  can  be  considered  as 

retransmission of that packet after it is loss in exchanging information. It is mentioned in Reference 

[44]  that  input  delay  does  affect  the  consensus  ability  but  the  communication  delay  does  not. 

Reference [45], describes that for all  ݅	  and  	݆,  ߬௜௝ ൌ ߬  and the communication topology is switching 

and directed then consensus results presented previously is still applicable for an arbitrary time delay. 

For a regular or scale‐free network,  there  is more delay as compared  to  the random or small 

world  [46],  because  in  the  regular network  there  is  a high degree  of nodes  that  is not good  for 

consensus speed thus leading it to a trade‐off between time delay and large maximum degree. For a 

regular network with ܰ ൌ 20  and  ܭ	 ൌ 80,   ଶߣ is small as shown in Figure 5a, in contrast to random 

network with ܰ ൌ 20  and  ܭ	 ൌ 80  as shown in Figure 5b. 

 

Figure 5. Examples of Networks [47]. (a) Regular Network (b) Random Network. 

As the second smallest eigenvalue is relatively large for the dense graph as compared to sparse 

one and the third smallest eigenvalue should be far away from   ଶߣ for fastest convergence. The author 
in [20], claims that the average consensus can be achieved if for all initial conditions one hop time 

delay is within  0 ൑ ߬ ൏ ߨ ⁄௡ߣ2 . The speed of convergence for 3‐different networks with  100  nodes 
is shown in Figure 6. 
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Figure 6. Consensus Algorithm for 3 different networks [47]. (a) Small‐world with 300 links and 100 

nodes (b) A regular lattice with k=3 nearest neighbors, 300 links and 100 nodes (c) A regular lattice 

with k=3 nearest neighbors, 300 links and 100 nodes (d) State evolution of part‐a (e) State evolution of 

part‐b (f) State evolution of part‐c. 

Time delay consensus with complex dynamics are also studied for double‐integrator dynamics 

[48], general nonlinear dynamics [49] and rigid bodies [50]. Similarly, main tools of stability analysis 

for  both  linear  and  nonlinear  dynamics  are  addressed  through  matrix  theory  [51],  Lyapunov 

approach [52], contraction principle [53] and frequency domain function [44]. 

4.2. Quantization & Sample‐Data Consensus 

Quantization and sample data are significant practical constraints. As states are real values but 

only finite bits of information are transmitted at each time step. In reality, to implement the consensus 

algorithm the measurements should be digital rather than analog is known as quantization consensus. 

The main research on quantization consensus is that maximum state difference should not be lager 

enough then the associated system accuracy level which is motivated by digital signal processing. 

If it has 20 neighbors 

then speed would be 

same as that of (e)

So speed of (d) & (f) 

approximately same 

but (f) has more 

links then (d) 

Small World with  

Links=300, Nodes=100 

Regular Lattice with 

k=3 nearest neighbors 

Links=300, Nodes=100 

Regular Lattice with 

k=10 nearest neighbors 

Links=1000, Nodes=100 

22 times faster consensus 

reached as compared to (e) 

1000/300=3.33 times more 

link as compared to (d) 
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For a quantize signal ܳሺݏሻ, if   ݏ is the analog signal and   ߜ is the accuracy parameter or quantization 

step size then the typical quantizer can be written as ܳሺݏሻ ൌ ,ݏሺݍ  ሻ. Reference [54], indicates that forߜ
an integer set  ܼ  the rounding signal to its closest neighbor can be modeled as (7) 

ݏ ∈ ൤൬݊ െ
1
2
൰ ,ߜ ൬݊ ൅

1
2
൰  ൨ߜ (7)

There are some notable features for consensus with quantization such that in a finite time the 

system should converge to an accuracy level, where the convergence time depends on both network 

topology  and  quantization  level. Also,  the  author  in  [55]  claims  that  convergence  rate  does  not 

depend on the coding or decoding, rather that it only depends on system accuracy and for distributed 

consensus, the convergence rate depends on the connectivity and synchronizability [56]. It is also the 

reality that by any method someone will choose the control parameters the quantization level will 

surely increase as the number of agent increases.   

As  the  graph‐theoretic method  has  some  limitation  for  environment  and  feedback  over  a 

delayed and loss‐less line where there are some issues of packet loss and even for a pair of agents are 

dominant [19]. So for stabilizing the linear time‐invariant system, the minimum channel capacity in 

term of bit rate is proposed in [57,58] and with logarithm quantizer, it is shown in [59]. An algorithm 

related to quantization consensus which is based on sector bound is proposed in [60]. Similarly to 

ensure  stabilization  using  stochastic  [61],  sample  encoded  measurement  [62]  and  saturating 

quantized measurements [63] are also investigated. For average consensus, the dynamic quantizer 

and dithered quantizer can be seen in [64,65]. 

There are also some limitations in measurements and control because it is almost impractical to 

acquire measurement information with no time delay and then take a control action instantaneously. 

Thus, in reality, to tackle this issue a hybrid model is proposed where the system plant is continuous 

and the control/measurements inputs are addressed as a piecewise constant. By doing so the obvious 

advantage is that it requires much less computational power and information exchange as compared 

to continuous time consensus. So, the equation for the sample data consensus can be modified as (8) 

పሶݔ ሺݐሻ ൌ పሶݔ ሺ݇ܶሻ ൌ෍ܽ௜௝ሺ݇ܶሻ ቀݔ௝ሺ݇ܶሻ െ ௜ሺ݇ܶሻቁݔ ,

௡

௝ୀଵ

ݎ݋ܨ ݇ܶ ൑ ݐ ൏ ሺ݇ ൅ 1ሻܶ  (8)

where  T  is the sampling period and  k  is described as a discrete‐time index.   

The main research concentrates to find different conditions on sampling period. Sample date 

consensus with  a  fix  and  switching  topology  using  single  integrator  [66]  and  double  integrator 

kinematics [67] are also investigated. Similarly approaches with different conditions for sample data 

consensus are address using stochastic matrices [67], Lyapunov function [68], matrix theory [48] and 

linear matrix inequality [69]. 

5. Application of Consensus in Multi‐Agent Network 

General multi‐agent consensus applications that are being extensively pursued in this field, are 

briefly mentioned ahead 

 Multi‐agent flocking means to achieve some common group objectives by interacting with each 

other. 

 Swarm  is an approach of multi‐agent  system  that  takes  inspiration  from  social animals  that 

exhibit a self‐organized behavior. Through  local  interactions and simple rules, swarm agents 

focus flexible, scalable and robust collective behaviors for the coordination of multi‐agent system.   

The difference in flocking and swarming is that in flocking there is a homogeneous and coherent 

directed motion whereas  swarming  is  the  condensation  into  a  compact  group  propagating  in  a 

coherent fashion. Consensus‐based different protocols can be seen in Table 2.   
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Table 2. Different Coordination Protocols. 

  Protocol Source

Consensus  1 2⁄ ฮݔ௝ሺݐሻ െ ሻฮݐ௜ሺݔ
ଶ
ൌ 0  [20,26,70,71] 

Flocking  1 2⁄ ฮݔ௝ሺݐሻ െ ሻݐ௜ሺݔ െ ݀ฮ
ଶ
ൌ ݀ [5,8,9,72,73] 

Swarming  1 2⁄ ฮݔ௝ሺݐሻ െ ሻฮݐ௜ሺݔ
ଶ
൏ ݀  [74–77] 

5.1. Rendezvous 

Each agent should reach a common point at a common time is called “rendezvous” problem, 

where time can be dynamic or fixed depending on the application. Rendezvous can be classified as 

the cooperative tracking problems that require multi‐agent system to reach a pre‐specified point [78]. 

Rendezvous has been mentioned in many literatures in a variety of settings. Basically, there are 

two main  types which  are  proposed  for  rendezvous  known  as,  synchronous  and  asynchronous 

rendezvous problems where  in synchronous all agents share the same clock and  in asynchronous 

they did not  [79,80].  In  [81]  for both synchronized and non‐synchronized multi‐agent, consensus‐

based  rendezvous problem  is applied  to guaranteed a  common  location. The  simple  rendezvous 

algorithm of three agents achieving a common point is shown in Figure 7.   

 

Figure 7. Rendezvous algorithm for 3‐agents. (a) x‐axis vs time (b) y‐axis vs time (c) x‐axis vs y‐axis. 

5.2. Formation Control 

As compared to multi‐agent consensus where all the agents need to reach a common point, in 

formation control a particular geometric shape of all the agents using consensus scheme is required 

and  it  is extensively  studied  in many  literatures. Formation control of multi‐agent  system can be 

found in [19,82], while consensus bases formation can be seen in [47]. Moreover, formation control in 

term of sensing capabilities is subdivided as position, displacement and distance‐based control. 

 In position‐based control, agents sense their own position with respect to the global coordinate 

system. 

 In displacement‐based control, agents sense the relative position of its neighbor with respect to 

the global coordinate system. 

 In distance‐based control, agents sense the relative position of its neighbor with respect to own 

local coordinate system. 

The difference between displacement and distance based control is depicted in Figure 8. 
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(a)  (b) 

Figure 8. Formation Control Setup (a) Displacement based formation (b) Distance‐based formation. 

Distance‐based control  is a bit complicated because now  the system becomes nonlinear. The 

important factor in distance‐based control is the graph rigidity. According to [83] for  ݊  agents, the 
minimum  number  of  edges  for  rigid  graph  should  be  2݊ െ 3 .  The  example  of  an  undirected 

framework for rigid can be seen in Figure 9. In Figure 9a the structure is not unique and can easily be 

deformed as depicted in dotted line so it is not rigid. By joining node 2 and 3 it becomes locally unique 

to lie in the category of the rigid graph as shown in Figure 9b. Finally, joining node 1 and 4 it becomes 

globally rigid as it is globally unique as shown in Figure 9c. 

1 2

4 3

1 2

4 3

1 2

4 3

(a) (b) (c)
 

Figure 9. Undirected Frameworks (a) Not Rigid (b) Rigid (c) Globally Rigid 

The example of a directed framework for rigid and persistent can be seen in Figure 10. As Figure 10a 

can easily be deformed so it is not rigid. Although Figure 10b is rigid but the node 2 independently 

cannot control the lengths of three edges so it is not persistent. Finally, in Figure 10c, the responsibility 

to control the length of edges is well‐distributed so it is persistent [84]. 

1 2

4 3

(c)

1 2

4 3

(b)

1 2

4 3

(a)
 

Figure 10. Directed Frameworks (a) Not Rigid (b) Not Persistent (c) Persistent 

The distinction between position, displacement and distance‐based formation control in term of 

sensed variables, controlled variables, coordinate system and  interaction  topology  is presented  in 

Table 3. 

Table 3. Distinctions among position, displacement and distance‐based formation control [85]. 

  Position‐Based  Displacement‐Based Distance‐Based 

Sensed Variables  Positions of agents  Relative positions of neighbors  Relative positions of neighbors

Controller Variables  Positions of agents  Relative positions of neighbors  Inter‐agent distance 

Coordinate System  A global coordinate system Orientation aligned local coordinate systems Local Coordinate systems 

Interaction Topology  Usually not required  Connectedness or existence of spanning tree Rigidity or persistence 
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To form a formation control, first the system has to execute the rendezvous control strategy until 

it  achieves  a  complete  graph  then  it will  change  the  desired  formation  control  using  only  local 

interaction as shown in Figure 11, where from (a–c) rendezvous is achieved and from (d–f) formation 

control is formed. 

 

Figure 11. Rendezvous  to Formation Control  [19].  (a–c) Achieving  rendezvous  (d–f) Adjusting  to 

desired formation. 

6. Discussion 

Based on the presented  literature review, the authors conclude this article on the multi‐agent 

cooperative control consensus as well as highlight potential research challenges in this field. 

6.1. Consensus 

A lot of work has been done regarding continuous and discrete time consensus. For a directed 

topology, consensus can be achieved when the topology is strongly connected but to achieve average 

consensus topology should be strongly connected and balanced. Whereas for undirected graph, the 

agreement can be achieved only if the graph is connected [20]. For this control, most researchers focus 

on the homogenous agent using simple dynamic. For effective control of multi‐agent system, further 

research is essential to harness the nonlinear dynamics of these dynamical systems. Future directions 

and some open problems that can be pursued in this area are as follows. 

 Existing  control  strategies  for multi‐agent  consensus  and  formation  focus  on  simple  system 

dynamics using basic connectivity assumption and Laplacian matrix, so higher order dynamics 

or nonlinear dynamics is still needed to be investigated.   

 Using  heterogeneous  agents,  more  work  is  required  in  the  field  of  consensus  for  more 

complicated nonlinear dynamic so  that each agent can choose  the best responses based on  its 

own objectives. 

6.2. Formation 

As in formation control, a particular geometric shape of all the agents is required based on some 

consensus scheme. 

In ideal condition for position‐based control there is no interaction among all the agents to form 

a formation but practically there is some issue like time delay, actuator saturation and disturbances 

causing inter‐agent interaction. This control is a practical solution for formation but the disadvantage 

is the requirement of very high sensing equipment like GPS, thus owing to this requirement they are 

very costly. The author in [86] proposed a position‐based control law for double integrator while for 
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a non‐holonomic agent similar idea is presented in [87]. Using relative position feedback variable size 

formation is addressed in [88], where desired scaling size information is known to only a few agents 

whereas shape information is known to all the agents. 

In displacement‐based control, for the undirected graph the only requirement is that the graph 

should be  connected and  for  the undirected one,  the  requirement  is  that  the  topology  should be 

spanning tree. The consensus dynamic for an undirected graph is discussed in [20] and the extension 

of this for directed one is discussed in [23]. Reference [89] described the intermittent interaction for 

general linear agents. Under displacement‐based problem, a significant topic that has been studied 

in the recent years  is the formation scaling  issue which  is discussed  in [88,90]. The reason for this 

scaling is the adjustment of all the agents depending on the situation. 

In distance‐based control, depending on the desired value among the agents the formation is formed 

by the inter‐agent interaction. Thus, more interaction is required among the agents but the advantage is 

in term of less sensing capabilities because less global information is needed. The author in [91] argued 

that by reaching the consensus on the center position of the formation can lead to agent formation. The 

paper also discusses different communication topologies to improve the performance of formation and 

stability margins. Formation Control in term of sensing capabilities is categorized in Table 4.   

Table 4. Formation Control with respect to Sensing Capabilities. 

Sensing Capabilities   

Formation Control 
Strengths  Bottlenecks  References 

Position‐based 
 Easy to implement 

 Simple mechanism 
Costly because GPS system is required  [86–88] 

Displacement‐based 
 Spanning tree required for directed network 

 Connectedness required for undirected network
Orientation aligned local coordinate system  [20,89,90,92]

Distance‐based 
 Less sensing capabilities required 
 Less global information required 

Complicated    because system is non‐linear  [93,94] 

Formation  control  in  term  of  time‐varying  can  be  categories  as  formation  producing  and 

formation tracking. 

In formation producing the control objective is to form a pre‐specified pattern without a group 

reference. Ref.  [95],  in order  to offset  the  control  input by  some  angle  a  coupling matrix  C with 

compatible  size  is  introduced  in  the  consensus  equation.  Thus,  the  modified  equation  can  be 

described in (9) 

ሻݐሶ௜ሺݔ ൌ෍ܽ௜௝ሺݐሻܥሺݔ௝ሺݐሻ െ ሻሻݐ௜ሺݔ

௡

௝ୀଵ

  (9)

In linear closed loop system, the formation production has two significant aspects in the fixed 

network  topology. The  first aspect  is  that at  least one eigenvalue should be zero and other  is  the 

presence of at least one imaginary eigenvalues pair. 

In formation tracking the control objective is to form a pre‐specified pattern with a particular 

group reference making it more complex as compared to formation producing. In such control, the 

main task is to design an algorithm for distributed control in order to derive multi‐agent system to 

follow  some pre‐specified  state  so  that by keeping  the geometric  formation agents also  track  the 

group reference. Formation Control in term of time‐varying is categories in Table 5.   

In real life, there are many applications where the network topology is directed but this literature 

review reveals that mostly the researchers discuss the undirected network for formation rather than 

directed one. Also, the stability analysis is stick to only three agents. Future directions and some open 

problems that can be pursued in this area are as follows. 

 Global stability properties for general rigid and persistent formation are yet to be investigated 

(Only triangle formation is done so far). 

 For  formation  producing  the  network  topology  is  assumed  to  be  undirected  which  is  not 

applicable to many practical applications. 

 More research efforts on distance‐based formation with moving leader is needed. 
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Table 5. Formation Control with respect to Time‐varying. 

Time‐varying   

Formation Control 
Control Objective  Methodologies  References

Formation 

Producing 

Pre‐specified pattern without a group 

reference 

Matrix theory, Lyapunov, Graph rigidity, Receding 

horizon approach, Leaderless flocking, Inverse agreement 

problem, Circulation formation 

[96–99] 

Formation 

Tracking 

Pre‐specified pattern with a particular 

group reference 

Matrix theory, Lyapunov, Gradient‐based function, 

Variable structural based law 
[100–103] 

6.3. Obstacle Avoidance 

As revealed by reviewed studies, the obstacle avoidance phenomena in multi‐agent system have 

been  extensively  analyzed. But,  in multi‐agent  system obstacle  avoidance mostly  the  researchers 

focus on  the point or  circular obstacles which are not practical  in  real  life. Certainly,  there  is an 

imperative need  for  improvised mathematical methods so  that dynamical systems can be studied 

analytically  in place  of  computer  simulations  and numerical  analysis. The dynamic  of  agents  to 

achieve all the three tasks; achieve target using consensus, formation formed and avoid obstacles is 

shown in (10), whereas the simulation can be seen in Figure 12. 

ሶ௜ݔ ൌ ௙௢௥௠ܨ ൅ ௚௢௔௟ܨ ൅  ௢௕௦௧௔௖௟௘ܨ (10)

There is a dearth of literature on complex obstacles in this area. Future directions and some open 

problems that can be pursued in this area are as follows. 

 Multi‐agent  consensus  for  complex  obstacles  is  still  to  be  investigated,  where  the  task 

connectivity preservation and collision avoidance issues are important.  

 

Figure 12. Simulation for multi‐agent system [19]. (a–d) Step wise formation while avoiding obstacles. 

7. Conclusions 

From this review article, it can be appreciated that research on the multi‐agent formation has 

progressed through a number of stages. During the first stage, the consensus techniques for directed 

and  undirected  dynamics  in multi‐agent  system were  uncovered.  It was  followed  by  formation 

algorithms. This endeavor has entered the  last phase, where researchers are applying cooperative 

control techniques to resolve practical problems for unseen obstacles. 

This paper describes  the current status and future of cooperative control consensus  in multi‐

agent  system. The main  focus  of  this work was  to  give  a  brief  overview  of  cooperative  control 
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consensus, which has significant  importance  in multi‐agent system. Summary of theoretical result 

including dynamically changing and time‐invariant communication topologies, convergence speed 

in finite time and heterogeneous agents are presented. Furthermore, the convergence constraint due 

to practical limitations and general application are also discussed. To promote more research in this 

filed, useful future recommendation with some open problems are also proposed. 

Conflicts of Interest: The authors declare no conflict of interest. 

References 

1. Ren, W.; Beard, R.W.; Atkins, E.M.  Information Consensus  in Multivehicle Cooperative Control.  IEEE 

Control Syst. Mag. 2007, 27, 71–82. 

2. Zang, X.; Iqbal, S.; Zhu, Y.; Liu, X.; Zhao, J. Applications of Chaotic Dynamics in Robotics. Rev. Int. J. Adv. 

Robot. Syst. 2015, 13, doi:10.5772/62796. 

3. Zang,  X.Z.;  Yu, W.T.;  Zhang,  L.;  Iqbal,  S.  Path  Planning  Based  on  Bi‐RRT Algorithm  for  Redundant 

Manipulator.  In Proceedings of  the  International Conference on Electrical, Automation and Mechanical 

Engineering (EAME 2015), Phuket, Thailand, 26–27 July 2015; pp. 189–191. 

4. Reynolds, C.W.  Flocks, herds  and  schools: A distributed behavioral model. ACM  SIGGRAPH Comput. 

Graph. 1987, 21, 25–34. 

5. Vicsek, T.; Czirók, A.; Ben‐Jacob, E.; Cohen, I.; Shochet, O. Novel Type of Phase Transition in a System of 

Self‐Driven Particles. Phys. Rev. Lett. 1995, 75, 729–732. 

6. Dessmark, A.; Fraigniaud, P.; Kowalski, D.R.; Pelc, A. Deterministic rendezvous  in graphs. Algorithmica 

2006, 46, 69–96. 

7. Zheng, R.; Sun, D. Rendezvous of unicycles: A bearings‐only and perimeter shortening approach. Syst. 

Control Lett. 2013, 62, 401–407. 

8. Mao, Y.; Dou, L.; Fang, H.; Chen,  J. Flocking of multi‐robot systems with connectivity maintenance on 

directed graphs. J. Syst. Eng. Electron. 2014, 25, 470–482. 

9. Chen, C.; Chen, G.; Guo, L. Consensus of flocks under M‐nearest‐neighbor rules. J. Syst. Sci. Complex. 2015, 

28, 1–15. 

10. Morin, A.; Caussin,  J.; Eloy, C.; Bartolo, D. Collective motion with anticipation: Flocking, spinning and 

swarming. Phys. Rev. E 2015, 91, 012134. 

11. Brambilla, M.; Ferrante, E.; Birattari, M.; Dorigo, M. Swarm robotics: A review from the swarm engineering 

perspective. Swarm Intell. 2013, 7, 1–41. 

12. Guo,  Y.;  Balakrishnan,  M.  Complete  coverage  control  for  nonholonomic  mobile  robots  in  dynamic 

environments. In Proceedings of the IEEE International Conference on Robotics and Automation, Orlando, 

FL, USA, 15–19 May 2006; pp. 1704–1709. 

13. Ji,  M.;  Egerstedt,  M.  Distributed  coordination  control  of  multiagent  systems  while  preserving 

connectedness. IEEE Trans. Robot. 2007, 23, 693–703. 

14. Liu, S.; Sun, D.; Zhu, C. Coordinated motion planning for multiple mobile robots along designed paths 

with formation requirement. IEEE/ASME Trans. Mechatron. 2011, 16, 1021–1031. 

15. Li,  X.;  Sun, D.;  Yang,  J. A  bounded  controller  for multirobot  navigation while maintaining  network 

connectivity in the presence of obstacles. Automatica 2013, 49, 285–292. 

16. Stump, E.; Jadbabaie, A.; Kumar, V. Connectivity management in mobile robot teams. In Proceedings of 

the 2008 IEEE International Conference on Robotics and Automation (ICRA), Pasadena, CA, USA, 19–23 

May 2008; pp. 1525–1530. 

17. Savla, K.; Notarstefano, G.; Bullo, F. Maintaining Limited‐Range Connectivity among Second‐Order Agents. 

SIAM J. Control Optim. 2006, 48, 187–205. 

18. Tardioli, D.; Mosteo, A.R.; Riazuelo, L.; Villarroel,  J.L.; Montano, L. Enforcing Network Connectivity  in 

Robot Team Missions. Int. J. Robot. Res. 2010, 29, 460–480. 

19. Mesbahi, M.; Egerstedt, M. Graph Theoretic Methods  in Multiagent Network, 1st ed.; Princeton University 

Press: Princeton, NJ, USA, 2010. 

20. Olfati‐Saber, R.; Murray, R.M. Consensus problems  in networks of agents with switching  topology and 

time‐delays. IEEE Trans. Autom. Control 2004, 49, 1520–1533. 

21. Fiedler, M. Algebraic Conectivity of Graphs. Czechoslov. Math. J. 1973, 23, 298–305. 

22. Kim, Y.; Mesbahi, M. On maximizing the second smallest eigenvalue of a state‐dependent graph Laplacian. 



Electronics 2018, 7, 22    17 of 20 

 

IEEE Trans. Autom. Control 2006, 51, 116–120. 

23. Ren, W.; Beard, R.W.; McLain, T.W. Coordination Variables and Consensus Building in Multiple Vehicle 

Systems.  In  Cooperative  Control;  Lecture  Notes  in  Control  and  Information  Science;  Springer: 

Berlin/Heidelberg, Germany, 2005; Volume 309, pp. 439–442. 

24. Wang, X.F.; Chen, G. Synchronization  in scale‐free dynamical networks: Robustness and  fragility.  IEEE 

Trans. Circuits Syst. I Fundam. Theory Appl. 2002, 49, 54–62. 

25. Wang, X.F.; Chen, G. Synchronization in Small‐World Dynamical Networks. Int. J. Bifurc. Chaos 2002, 12, 

187–192. 

26. Ren, W.; Beard, R.W. Consensus seeking in multiagent systems under dynamically changing interaction 

topologies. IEEE Trans. Autom. Control 2005, 50, 655–661. 

27. Moreau, L. Stability of multiagent systems with time‐dependent communication links. IEEE Trans. Autom. 

Control 2005, 50, 169–182. 

28. Yu, W.; Chen, G.; Lü, J. On pinning synchronization of complex dynamical networks. Automatica 2009, 45, 

429–435. 

29. Wu, X.; Xu, C. Global  synchronization of hybrid  coupled neural networks with  time‐varying delay.  In 

Proceedings of  the Seventh  International Conference on Computational  Intelligence and Security  (CIS); 

Hainan, China, 3–4 December 2011; Volume 1. 

30. Olshevsky, A.; Tsitsiklis, J.N. Convergence Speed in Distributed Consensus and averaging. SIAM J. Control 

Optim. 2009, 48, 33–55. 

31. Kim, Y. Bisection Algorithm of Increasing Algebraic Connectivity by Adding an Edge. IEEE Trans. Autom. 

Control 2010, 55, 170–174. 

32. Zhou,  J.; Wang, Q. Convergence  speed  in  distributed  consensus  over  dynamically  switching  random 

networks. Automatica 2009, 45, 1455–1461. 

33. Hui, Q. Finite‐Time Rendezvous Algorithms for Mobile Autonomous Agents. IEEE Trans. Autom. Control 

2011, 56, 207–211. 

34. Wang, X.; Hong, Y. Finite‐time consensus  for multi‐agent networks with second‐order agent dynamics. 

IFAC Proc. Vol. 2008, 17, 15185–15190. 

35. Cao, Y.; Ren, W.; Meng, Z. Decentralized  finite‐time  sliding mode estimators and  their applications  in 

decentralized finite‐time formation tracking. Syst. Control Lett. 2010, 59, 522–529. 

36. Yuan,  Y.;  Stan,  G.B.;  Barahona, M.;  Shi,  L.;  Goncalves,  J.  Decentralised  minimal‐time  consensus.  In 

Proceedings of the 50th IEEE Conference on Decision and Control and European Control Conference (CDC‐

ECC), Orlando, FL, USA, 12–15 December 2011; pp. 4282–4289. 

37. Li, S.; Wang, J.; Luo, X.; Guan, X. A new framework of consensus protocol design for complex multi‐agent 

systems. Syst. Control Lett. 2011, 60, 19–26. 

38. Lee, T.H.; Park, J.H.; Ji, D.H.; Jung, H.Y. Leader‐following consensus problem of heterogeneous multi‐agent 

systems with nonlinear dynamics using fuzzy disturbance observer. Complexity 2014, 19, 20–31. 

39. Cao, M.; Morse, A.S.; Anderson, B.D.O. Agreeing asynchronously.  IEEE Trans. Autom. Control 2008, 53, 

1826–1838. 

40. Fang, L.; Antsaklis, P.J. Asynchronous consensus protocols using nonlinear paracontractions theory. IEEE 

Trans. Autom. Control 2008, 53, 2351–2355. 

41. Huang, C.; Ye, X. Cooperative Output Regulation of Heterogeneous Multi‐Agent Systems: An H‐infinity 

Criterion. IEEE Trans. Autom. Control 2014, 59, 267–273. 

42. Hong, Y.; Wang, X.; Jiang, Z.P. Distributed output regulation of leader–follower multi‐agent systems. Int. 

J. Robust Nonlinear Control 2013, 23, 48–66. 

43. Su, Y.; Huang, J.; Graph, A. Cooperative Output Regulation With Application to Multi‐Agent Consensus 

Under Switching Network. IEEE Trans. Syst. 2012, 42, 864–875. 

44. Tian, Y.P.; Liu, C.L. Consensus of multi‐agent systems with diverse input and communication delays. IEEE 

Trans. Autom. Control 2008, 53, 2122–2128. 

45. Moreau, L. Stability of continuous‐time distributed consensus algorithms. In Proceedings of the 43rd IEEE 

Conference on Decision and Control, Nassau, Bahamas, 14–17 December 2004; Volume 4, pp. 3998–4003. 

46. Olfati‐Saber, R. Ultrafast  consensus  in  small‐world networks.  In Proceedings of  the American Control 

Conference, Portland, OR, USA, 8–10 June 2005; pp. 2371–2378. 

47. Olfati‐Saber, B.R.; Fax, J.A.; Murray, R. Consensus and Cooperation in Networked Multi‐Agent Systems. 

Proc. IEEE 2007, 95, 215–233. 



Electronics 2018, 7, 22    18 of 20 

 

48. Zhang, Y.; Tian, Y.P. Consensus of data‐sampled multi‐agent systems with random communication delay 

and packet loss. IEEE Trans. Autom. Control 2010, 55, 939–943. 

49. Bokharaie, V.S.; Mason, O.; Verwoerd, M. D‐stability and delay‐independent  stability of homogeneous 

cooperative systems. IEEE Trans. Autom. Control 2010, 55, 2882–2885. 

50. Nuño, E.; Ortega, R.; Basañez, L.; Hill, D. Synchronization of networks of nonidentical  euler‐lagrange 

systems with uncertain parameters and communication delays. IEEE Trans. Autom. Control 2011, 56, 935–

941. 

51. Xiao,  F.; Wang,  L.  Asynchronous  consensus  in  continuous‐time multi‐agent  systems  with  switching 

topology and time‐varying delays. IEEE Trans. Autom. Control 2008, 53, 1804–1816. 

52. Liang,  J.; Wang,  Z.;  Liu,  Y.;  Liu,  X.  Global  synchronization  control  of  general  delayed  discrete‐time 

networks with stochastic coupling and disturbances. IEEE Trans. Syst. Man Cybern. Part B Cybern. 2008, 38, 

1073–1083. 

53. Wang, W.; Slotine,  J.J.E. Contraction analysis of  time‐delayed  communications and group  cooperation. 

IEEE Trans. Autom. Control 2006, 51, 712–717. 

54. Kashyap, A.; Başar, T.; Srikant, R. Quantized consensus.  In Proceedings of  the 2006  IEEE  International 

Symposium on Information Theory, Seattle, WA, USA, 9–14 July 2006; pp. 635–639. 

55. Carli, R.; Bullo, F. Quantized Coordination Algorithms for Rendezvous and Deployment. SIAM J. Control 

Optim. 2009, 48, 1251–1274. 

56. Li, T.; Fu, M.; Xie, L.; Zhang, J. Distributed Consensus With Limited Communication Data Rate. IEEE Trans. 

Autom. Control 2011, 56, 279–292. 

57. Tatikonda, S.; Mitter, S. Control under communication constraints.  IEEE Trans. Autom. Control 2004, 49, 

1056–1068. 

58. Nair, G.N.; Evans, R.J. Exponential stabilisability of  finite‐dimensional  linear systems with  limited data 

rates. Automatica 2003, 39, 585–593. 

59. Elia, N.; Mitter, S.K. Stabilization of linear systems with limited information. IEEE Trans. Autom. Control 

2001, 46, 1384–1400. 

60. Fu, M.; Xie, L. The Sector Bound Approach to Quantized Quantized Feedback Control. IEEE Trans. Autom. 

Control 2005, 50, 1698–1711. 

61. Nair, G.N.; Evans, R.J. Stabilizability of Stochastic Linear Systems with Finite Feedback Data Rates. Soc. Ind. 

Appl. Math. J. Control Optim. 2004, 43, 413–436. 

62. Liberzon, D. On Stabilization of Linear Systems with Limited Information. IEEE Trans. Autom. Control 2003, 

48, 304–307. 

63. Brockett, R.W.;  Liberzon, D. Quantized  Feedback  Stabilization  of  Linear  Systems.  IEEE  Trans. Autom. 

Control 2000, 45, 1279–1289. 

64. Andreasson, M.; Dimarogonas, D.V.;  Sandberg, H.;  Johansson, K.H. Distributed  control  of  networked 

dynamical systems: Static  feedback,  integral action and consensus.  IEEE Trans. Autom. Control 2014, 59, 

1750–1764. 

65. Frasca, P.; Carli, R.; Fagnani, F.; Zampieri, S. Average  consensus by gossip algorithms with quantized 

communication. In Proceedings of the 47th IEEE Conference on Decision and Control, Cancun, Mexico, 9–

11 December 2008; pp. 1–6. 

66. Xie, G.; Liu, H.; Wang, L.; Jia, Y. Consensus in networked multi‐agent systems via sampled control: Fixed 

topology case. In Proceedings of the American Control Conference, St. Louis, MO, USA, 10–12 June 2009; 

pp. 4525–4530. 

67. Gao,  Y.; Wang,  L.  Sampled‐data  based  consensus  of  continuous‐time multi‐agent  systems with  time‐

varying topology. IEEE Trans. Autom. Control 2011, 56, 1226–1231. 

68. Hayakawa,  T.;  Matsuzawa,  T.;  Hara,  S.  Formation  Control  of  Multi‐Agent  Systems  with  Sampled 

Information. In Proceedings of the 45th IEEE Conference on Decision and Control, San Diego, CA, USA, 

13–15 December 2006; pp. 4333–4338. 

69. Gao, Y.; Wang, L. Consensus of multiple double‐integrator agents with intermittent measurement. Int. J. 

Robust Nonlinear Control 2010, 20, 1140–1155. 

70. Jadbabaie, A.; Lin,  J.; Morse, A.S. Coordination of groups of mobile autonomous agents using nearest 

neighbor rules. IEEE Trans. Autom. Control 2003, 48, 968–969. 

71. Lin, Z.; Broucke, M.; Francis, B. Local control strategies  for groups of mobile autonomous agents.  IEEE 

Trans. Autom. Control 2004, 49, 622–629. 



Electronics 2018, 7, 22    19 of 20 

 

72. Olfati‐Saber, R. Flocking  for multi‐agent dynamic  systems: Algorithms and  theory.  IEEE Trans. Autom. 

Control 2006, 51, 401–420. 

73. Sun, Y. Stability analysis of flocking for multi‐agent dynamic systems. Nonlinear Anal. Real World Appl. 2013, 

14, 1075–1081. 

74. Soysal, O.; Sahin, E. Probabilistic Aggregation Strategies in Swarm Robotics Systems. In Proceedings of the 

2005 IEEE Swarm Intelligence Symposium, Pasadena, CA, USA, 8–10 June 2005. 

75. Liu, W.; Winfield, A.F.; Sa, J.; Chen, J.; Dou, L. Towards energy optimisation: Emergent task allocation in a 

swarm of foraging robots. Adapt. Behav. 2007, 15, 289–305. 

76. Brambilla, M.;  Pinciroli,  C.;  Birattari, M.;  Dorigo, M.  Property‐driven  design  for  swarm  robotics.  In 

Proceedings  of  the  11th  International  Conference  on  Autonomous  Agents  and Multiagent  Systems, 

Valencia, Spain, 4–8 June 2012. 

77. Ducatelle, F.; Di Caro, G.A.; Pinciroli, C.; Gambardella, L.M. Self‐organized cooperation between robotic 

swarms. Swarm Intell. 2011, 5, 73–96. 

78. Smith,  S.L.;  Broucke,  M.E.;  Francis,  B.A.  Curve  Shortening  and  Rendezvous  Problem  for  Mobile 

Autonomous Robots. IEEE Trans. Autom. Control 2007, 52, 1154–1159. 

79. Lin, J.; Morse, A.S.; Anderson, B.D.O. The Multi‐Agent Rendezvous Problem. Part 1: The Synchronous Case. 

SIAM J. Control Optim. 2007, 46, 2096–2119. 

80. Lin, J.; Morse, A.S.; Anderson, B.D.O. The Multi‐Agent Rendezvous Problem. Part 2: The Asynchronous 

Case. SIAM J. Control Optim. 2004, 46, 2120–2147. 

81. Lin, J.; Morse, A.S.; Anderson, B.D.O. The multi‐agent rendezvous problem—The asynchronous case. In 

Proceedings of the 43rd IEEE Conference on Decision and Control, Nassau, Bahamas, 14–17 December 2004; 

Volume 2, pp. 1926–1931. 

82. Ren, W.; Cao, Y. Distributed Coordination  of Multi‐Agent Networks: Emergent Problems, Models  and  Issues; 

Springer: New York, NY, USA, 2010. 

83. Laman, G. On Graphs and Rigidity of Plane Skeletal Structures. J. Eng. Math. 1970, 4, 331–340. 

84. Hendrickx, J.M.; Anderson, B.D.O.; Delvenne, J.C.; Blondel, V.D. Directed graphs for the analysis of rigidity 

and persistence in autonomous agent systems. Int. J. Robust Nonlinear Control 2007, 17, 960–981. 

85. Oh, K.K.; Park, M.C.; Ahn, H.S. A survey of multi‐agent formation control. Automatica 2014, 53, 424–440. 

86. Ren, W. Multi‐vehicle consensus with a time‐varying reference state. Syst. Control Lett. 2007, 56, 474–483. 

87. Dong, W.; Farrell,  J.A. Consensus of multiple nonholonomic  systems.  In Proceedings of  the 47th  IEEE 

Conference on Decision and Control, Cancun, Mexico , 9–11 December 2008; No. 2, pp. 2270–2275. 

88. Coogan, S.; Arcak, M. Scaling the size of a formation using relative position feedback. Automatica 2012, 48, 

2677–2685. 

89. Wen, G.; Duan, Z.; Chen, G.; Theory, A.G. Distributed Consensus of Multi‐Agent Systems with General 

Linear Node Dynamics through Intermittent Communications. In Proceedings fo the 24th Chinese Control 

and Decision Conference (CCDC), Taiyuan, China, 23–25 May 2012; pp. 1–5. 

90. Coogan, S.; Arcak, M.; Egerstedt, M. Scaling the size of a multiagent formation via distributed feedback. In 

Proceedings of the 50th IEEE Conference on Decision and Control and European Control Conference (CDC‐

ECC), Orlando, FL, USA, 12–15 December 2011; pp. 994–999. 

91. Fax,  J.A.; Murray, R.M.  Information Flow and Cooperative Control of Vehicle Formations.  IEEE Trans. 

Autom. Control 2004, 49, 1465–1476. 

92. Martini, S.; Fagiolini, A.; Zichittella, G.; Egerstedt, M.; Bicchi, A. Decentralized classification in societies of 

autonomous and heterogenous robots. In Proceedings of the IEEE International Conference on Robotics 

and Automation (ICRA), Shanghai, China, 9–13 May 2011; pp. 32–39. 

93. Kang, S.; Park, M.; Lee, B.; Ahn, H.; Graph, A. Distance‐based Formation Control with a Single Moving 

Leader. In Proceedings of the American Control Conference (ACC), Portland, OR, USA, 4–6 June 2014. 

94. Abbas, W.; Egerstedt, M. Robust Graph Topologies for Networked Systems. IFAC Proc. Vol. 2012, 45, 85–90. 

95. Pavone, M.;  Frazzoli, E. Decentralized policies  for  geometric pattern  formation.  In Proceedings  of  the 

American Control Conference (ACC), New York, NY, USA, 9–13 July 2007; pp. 3949–3954. 

96. Meng, Y.; Guo, H.; Jin, Y. A morphogenetic approach to flexible and robust shape formation for swarm 

robotic systems. Robot. Auton. Syst. 2013, 61, 25–38. 

97. Cao, M.; Yu, C.; Anderson, B.D.O. Formation control using range‐only measurements. Automatica 2011, 47, 

776–781. 

98. Cucker, F.; Dong, J.G. A general collision‐avoiding flocking framework. IEEE Trans. Autom. Control 2011, 



Electronics 2018, 7, 22    20 of 20 

 

56, 1124–1129. 

99. Hernandez, S.; Paley, D.A. Three‐dimensional motion coordination  in a spatiotemporal  flowfield.  IEEE 

Trans. Autom. Control 2010, 55, 2805–2810. 

100. Hu,  J.;  Feng,  G.  Distributed  tracking  control  of  leader‐follower  multi‐agent  systems  under  noisy 

measurement. Automatica 2010, 46, 1382–1387. 

101. Ren, W. Distributed cooperative attitude synchronization and tracking for multiple rigid bodies. IEEE Trans. 

Control Syst. Technol. 2010, 18, 383–392. 

102. Wang, X.; Hong, Y.; Huang, J.; Jiang, Z. A Distributed Control Approach to Robust Output Regulation of 

Networked Linear Systems. IEEE Trans. Autom. Control 2010, 55, 1853–1857. 

103. Cao,  Y.;  Ren, W.  Distributed  coordinated  tracking with  reduced  interaction  via  a  variable  structure 

approach. IEEE Trans. Autom. Control 2012, 57, 33–48. 

© 2018 by the authors. Licensee MDPI, Basel, Switzerland. This article is an open access 

article distributed under the terms and conditions of the Creative Commons Attribution 

(CC BY) license (http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/). 


