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Abstract: The paper concerns the estimation of the state of a power system in which there is a phase 

shifter called a quadrature booster. The aim of the paper is a comparative analysis of two different 

cases  including  the quadrature booster  in  the  state  estimation.  In  the  first  case,  the quadrature 

booster is represented by a model consisting of two real voltage sources, one in series with a power 

line and the other in a shunt branch. In the second case, in the power system model, the real branch 

with  the  quadrature  booster  is  represented  as  off  at  the  end where  the  considered  quadrature 

booster is actually installed. The state estimation is assumed to be carried out in the polar coordinate 

system. The properties of the state estimation are characterized by: the number of iterations in the 

calculation process,  the  index of conditioning of  the matrix of coefficients  in  the equations  to be 

solved (cond(G)), and ratio Je/Jm, which is a measure of the accuracy of the estimation. Using IEEE 

14‐bus test system, investigations are carried out in such a way as to cover the entire state space of 

the power system as possible. In the  investigations, Monte Carlo experiments are carried out for 

each of the considered cases of the state estimation. Each of these cases is also analyzed from the 

point of view of the assumed definition of the state estimation. Investigations show that in the first 

of the previously described cases, the state estimation is more accurate, but there are more iterations 

in the calculations and worse conditioning of the estimation process. The comparative analysis also 

shows  that,  the  accuracy  of  the  results  obtained  in  each  of  the  considered  cases  is  practically 

independent of the coordinate system in which the estimation calculations are performed. Taking 

into  account  the  number  of  iterations  in  the  estimation  process  and  index  cond(G),  it  can  be 

concluded  that  the  implementation  of  each  of  the  above‐mentioned  estimation  cases  in  the 

rectangular coordinate system is more reasonable. 
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1. Introduction 

1.1. Considered Problem and the Current State of the Research Field 

Knowing the state of the power system is essential to be able to influence effectively 

the system. State estimation, which allows us to estimate the power system state on the 

basis of the possessed measurement data and the knowledge of the system topology [1], 

should ensure acceptable accuracy of determining this state. One of the important factors 

influencing  that  accuracy  is  the  system model, which  is used  in  state  estimation. The 

system model consists of models of individual system components. 

The paper considers the estimation of the state of the power system in which there is 

a phase shifter, being one of the FACTS controllers [2]. The phase shifter, causing a change 

in the phase shift between the voltages at the ends of a power line, enables a change in 

power flows on this line, as well as a change in power flows in a power system. In the 

paper, one of the types of phase shifters [3] is considered, namely the quadrature boosting 

transformer, also known as quadrature booster [4]. 
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When there is a phase shifter in the power system, from the point of view of the state 

estimation the question arises: “How should this phase shifter be considered in the state 

estimation?” The presented question can be reduced to the following questions: “Can the 

state estimation procedure, which was developed  for a power system without a phase 

shifter, be used to estimate the state of the system when there is a phase shifter in it?”, 

“If the phase shifter is to be included in the state estimation, what model should be taken 

into account?”. 

One can find papers describing the estimation of the state of a power system with the 

phase shifter installed. In existing papers, phase shifters are considered at different levels 

of detail. In some papers, the phase shifter  is considered generally,  in other papers the 

phase shifter is considered after taking into account its type. In this paper, if it matters the 

type of the phase shifter will be given. 

The inclusion of the phase shifter in the power system model, which is used in the 

state estimation, shown in [5], assumes that the phase shifter is represented with the use 

of two transformers. One of them is connected in series, the other—in parallel. The same 

method of the phase shifter modeling is taken into account in [6]. In [7], the authors state 

that when the phase shifter is installed in series with the power line between nodes i and 

j at node i, it is enough to insert δi + Δδi instead of the phase angle δi into measurement 

equations of such quantities as Pij, Qij, Pji, Qji, Pi, Qi, Pj, and Qj, where δi is a phase angle of 

nodal voltage  iV ;  iV   is a voltage at node i; Pxy and Qxy are, respectively, an active and 

reactive power flow on the power line between nodes x and y at node x; x, y ∈ {i, j} and 
x ≠ y; and Px and Qx are, respectively, an active and reactive nodal power at node x. 

In  [8], state estimation,  in which  the phase shifter  is modelled with  the use of so‐

called the power injection model, is considered. In the case of that model, the effect of the 

presence  of  the  phase  shifter  is  treated  as  equivalent  to  the  input  of  injection  of  the 

complex power at the relevant nodes (between them there is a power line and the phase 

shifter). 

An  admittance  in  series with  an  ideal  transformer  having  a  complex  turns  ratio 

represent the phase shifter in the power‐system state estimation, which is considered in 

[9]. Paper [10] describes the power system state estimation assuming the use of a phase 

shifter model  consisting  of  an  ideal  series  voltage  source  and  an  ideal  shunt  current 

source. The use of two real voltage sources, i.e., a serial source and a shunt source in the 

phase shifter model for the state estimation purposes is described in [11–15]. Papers [11–

13] deal with the state estimation for a power system with a quadrature booster. In [14,15], 

a power system with the symmetrical phase shifter is considered. 

In [5–7,9,10] nothing is said about the quantitative assessment of the influence of the 

phase shifter on state estimation. Such an assessment is carried out in papers [8,11–15]. In 

[12,13,15],  the  properties  of  the  estimation  are  examined when  complete  information 

about the phase shifter is included in it, i.e., information that also includes information 

about the type of the phase shifter. 

Papers [11,12] consider the state estimation in the rectangular coordinate system. In 

[11], the properties of the state estimation for a system with a phase shifter are compared 

with the properties of the state estimation for a system without the phase shifter. When a 

phase  shifter  is  included  in  the  power‐system  model,  the  complexity  of  the  model 

increases. It can therefore be predicted that under these conditions the power‐system state 

estimation will  have worse  properties  than  the  estimation  of  the  state  of  the  system 

without the phase shifter. However, it is important how big the differences are, so whether 

it is rational to look for more favorable state‐estimation solutions for a system with the 

phase  shifter.  The  research  results,  which  are  presented  in  [11],  indicate  that  the 

previously mentioned differences should be considered significant. 

In paper [12,13], the influence of the use of specific information about the quadrature 

booster in state estimation on the results of this estimation is investigated. In paper [12], 

the state estimation in the rectangular coordinate system and in [13] the state estimation 



Energies 2021, 14, 5992  3  of  25 
 

in  the  polar  coordinate  system  is  considered.  The  research  results  show  that  the 

aforementioned effect is noticeable. As a result of the use of specific information about the 

quadrature booster, the accuracy of the results of the state estimation increases, and the 

conditioning  of  the  computational  process  is  improved  and  in  the  case  of  the  state 

estimation in the polar coordinate system also the number of iterations decreases. 

In  the paper  [14],  the properties  of  state  estimation  in  the  rectangular  and polar 

coordinate systems are  investigated, taking  into account the presence of a symmetrical 

phase‐shifter in the power system, compared to the properties of the state estimation of 

the power system in which there is no phase‐shifter. Research shows that in the former 

case, the state estimation properties are worse. From the point of view of the number of 

iterations and the conditionality of the computational process, the properties of estimation 

of the state of the power system in which there is a phase‐shifter are more advantageous 

in the rectangular coordinate system than in the polar coordinate system. On average, the 

accuracy of  the  state‐estimation  results  in both coordinate systems  is comparable. The 

influence of the use of specific information about the symmetrical phase‐shifter in state 

estimation in the polar coordinate systems on properties of this estimation is investigated 

in [15]. The use of the mentioned specific information in the state estimation increases the 

accuracy  of  the  estimation  results,  significantly  improves  the  conditionality  of  the 

computational process, but  also  significantly  increases  the number of  iterations  in  the 

calculations. 

1.2. Purpose of the Paper 

The paper presents a continuation of the research carried out by the authors of the 

paper in the field of assessing the properties of estimation of the state of the power system, 

in which there is a phase shifter, for different ways of including the phase shifter in the 

estimation. 

The paper presents the results of original comparative investigation of two methods 

of power‐system state estimation. Analysis of the properties of the estimation of states of 

the  power  system,  in which  there  is  a  quadrature  booster,  is made  for  each  of  the 

considered methods. Those methods are as follows: 

1. Method 1—iterative estimation process is realized with the use of knowledge of the 

quadrature booster model, which consists of two real voltage sources, as it is in [11–

15]. 

2. Method 2—iterative estimation process assumes that in the system model there is a 

switching off of the branch at the end of which there is the quadrature booster in the 

real system, and  the switching off of  the branch  is at  this end, where  there  is  the 

quadrature booster. 

In Method 2, no the quadrature booster model is introduced into the system model 

used in iterative estimation process. 

In both considered methods, the state estimation is in the polar coordinate system. 

For each of  these methods,  the  results of  comparing  the  state‐estimation properties  in 

different coordinate systems are also shown. 

Method 2 can be applied using an estimation program developed for a power system 

without the quadrature booster. 

The  state  estimation proposal using method 2  is original. There are no papers  in 

which such a state estimation would be considered. 

1.3. Organization of the Paper 

The paper consists of six sections and  two appendices.  In Section 2, a model of a 

quadrature booster  is presented.  In Section  3, a mathematical description of  a power‐

system state estimation in polar coordinate system is given. This section also presents the 

characteristics  of  the  two  investigated methods  of  estimating  the  state  of  the  power 

system,  in which  a  quadrature  booster  is  installed.  Section  4  presents  the  results  of 



Energies 2021, 14, 5992  4  of  25 
 

comparative investigations of the considered estimation methods in the polar coordinate 

system from the point of view of the accuracy of results, sensitivity to measurement errors 

and  their  realization  time.  Part  of  the  investigation  concerns  the  properties  of  the 

considered methods in various coordinate systems. Section 5 is devoted to discussion. In 

Section 6, there are conclusions. The appendices contain the derivation of the formulas 

introduced in the paper. 

2. A Model of the Quadrature Booster 

A  general  equivalent  circuit  of  a  phase  shifter  is  shown  in  Figure  1  [16].  In  the 

equivalent circuit, there are two transformers: a shunt Excitation Transformer (ET) and a 

series Boosting Transformer (BT). Transformer BT injects a series voltage ( BTV ) in a power 

system. The phasor of voltage  BTV   is controlled by the tap changer. 

 

Figure 1. An equivalent circuit of the phase shifter. 

A quadrature booster is one of types of the phase shifter. In the case of the quadrature 

booster, the phase shift between voltage  BTV   and voltage  iV   (see Figure 1) is equal only 
to −90° or 90° (Figure 2). 

 

Figure 2. A phasor diagram for the quadrature booster. 

During  consideration  to  be  presented  in  the  paper,  the  quadrature  booster  is 

represented  by  the model  shown  in  Figure  3. The model  consists  of  two  controllable 

voltage  sources.  Their  internal  impedances  ETz   and  BTz   represent  impedances  of 

transformers ET and BT, respectively. 

 

Figure 3. The assumed model for the quadrature booster. 

For the assumed model, the following equations can be derived: 

  ETETBTBTBTBTET
2* yVVyVVyVVyyS


 iiiliil V ,  (1) 
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BTBTBTBT
2*

yVVyVVyS


 llilli V ,  (2) 

BTBTBTBTBT
2

BT

*
BT yVVyVVyS


 liV ,  (3) 

ETETET
2

ET

*
ET yVVyS


 iV ,  (4) 

where: the designations of variables in the formulas refer to Figure 3; Vi and Vl are the 

magnitudes of voltages  iV and  lV , respectively;  ETET 1 zy  ,  BTBT 1 zy  , VET, and VBT 

are the magnitudes of voltages  ETV   and  BTV , respectively. 

In estimation procedure, powers  ilS   and  liS   are used  in power balance equations 

for nodes i and l. 

The phase shifter does not absorb and inject complex power, and therefore: 

0BTET SS ,  (5)

where:  ETS   and  BTS are the complex powers associated with the sources in the shunt and 

serial branches of the phase shifter model, respectively. 

It will further be assumed that 

BTETBBBBBB j SSS  QP ,  (6)

where:  BBP and  BBQ are a real and imaginary part of  BBS . 

For the quadrature booster the following formula can be taken into account: 

0tar
BTBT  i ,  (7)

where:  BT and  i are phase angles of  BTV   and  iV , respectively;  tar
BT   is a target phase 

shift between vectors of voltages  BTV   and  iV . 

3. Background for the State Estimation 

3.1. The Classical State Estimation 

In  this paper,  the  term of “the  classical  state estimation”  is understood as a  state 

estimation for a power system without a quadrature booster. 

In  the paper,  the weighted‐least‐squares power‐system state‐estimation method  is 

considered [17]. For that method, an objective function is following: 

     h(x)zRh(x)zx 1T  

2

1
J ,  (8)

where: x is a power‐system state vector; z is a vector of measurements; h(x) is a vector of 

functions of vector x, representing dependence of measured quantities on the state vector; 

and R is a diagonal matrix of measurement‐data covariances. 

State vector x in polar coordinate system is defined as: 

 T2132 ,,,,,,, nn VVV  x ,  (9)

where: δi i = 2, 3, …, n are phase angles of voltages at nodes 2, 3, …, n; Vi i = 1, 2, …, n are 

magnitudes of voltages at nodes 1, 2, …, n; and n  is a number of all nodes  in a power 

system. 

Node 1 is considered as a reference node. The phase angle for that node is equal to zero. 

The number of state‐vector elements (nx) is as follows: 

12  nnx .  (10)



Energies 2021, 14, 5992  6  of  25 
 

The relationships among measured quantities and elements of the state vector are as 

follows [18]: 

ii VV  ,  (11)

VYV irowiii jQP
*

 ,  (12)

   T

ijiijijsiijij VjQP 



 

*2 VVyyy ,  (13)

where: Pi and Qi are an active and reactive power injections at i‐th node, respectively; Pij 

Qij  are  an  active  and  reactive  power  flows,  respectively,  between  i‐th  and  j‐th  node, 

measured at i‐th node;  ijy is an admittance of the series branch connecting i‐th and j‐th 

node;  siy is an admittance of the shunt branch at i‐th node; and Yrow i is the i‐th row of an 

admittance matrix for the considered system: 





 iniii YYYY ,, 21row ,  (14)

ilY   i, l = 1, 2, …, n are elements of the admittance matrix and V is a vector: 

T

21 ,, 



 nVVVV  .  (15)

The relationships (11)–(13) are used for definition of elements of function vector h(x). 

Vector h(x) can be presented as follows: 

   T1f_2f_1f_2f_1AC_AC_1AC_AC_1 ,,,,,,,,,,,,,, nggnn VVQQPPQQPP xh .  (16)

Formula  (16) assumes  that: PAC_i = Pi, QAC_i = Qi  i ∈  {1, 2, …, n}; Pf_j and Qf_j are, 

respectively, an active and reactive power flow at the end of the appropriate branch, j ∈ 

{1, 2, …, 2g}; and g is a number of all branches in a power system. The power flows are 

numbered according to the adopted rule. 

The number of elements of vector h(x) (mz) is as follows: 

z_0mmmz  ,  (17)

where: m is the number of measured quantities (the number of measurement data) and 

mz_0  is  the  number  of  quantities,  of which  values  are  known  (the  number  of pseudo‐

measurements). 

A pseudo‐measurement is treated as a measurement of high accuracy. We assume 

that mz_0 is calculated using the formula: 

00_ 2nmz  ,  (18)

where: n0 is the number of zero‐injection nodes. 

Note, for the zero‐injection node, there are two pseudo‐measurements, i.e., an active 

and reactive power flow. Each of those power is equal to zero. 

The vector defined  in Formula (16) has the maximal possible number of elements. 

That number is equal to 3n + 4g. In fact, often the number of elements of the vector h(x) is 

smaller because not all nodal powers, power flows as well as nodal voltage magnitudes 

are measured, or if they are measured they are not available. 

The characterized estimation method assumes iteratively searching for a solution to 

the state‐estimation problem. During this computational process, the normal‐equation set 

is solved: 

    )g(xxxxG kk1kk   ,  (19)
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where: k is a number of iteration and xk is a solution of the state vector at k‐th iteration, 

     kkTk xHRxHxG  1 ,     
x

xh
xH




 , 

   h(x)z(x)RH
x

x
g(x) 




 1TJ
. 

(20) 

G(x) is called a gain matrix. 

Jacobian matrix H(x) can be presented as follows: 










































































































































































































1000

0100

2_f

1

2_f2_f

2

2_f

1_f

1

1_f1_f

2

1_f

2_f

1

2_f2_f

2

2_f

1_f

1

1_f1_f

2

1_f

_AC

1

_AC_AC

2

_AC

1_AC

1

1_AC1_AC

2

1_AC

_AC

1

_AC_AC

2

_AC

1_AC

1

1_AC1_AC

2

1_AC































n

gg

n

gg

nn

n

gg

n

gg

nn

n

nn

n

nn

nn

n

nn

n

nn

nn

V

Q

V

QQQ

V

Q

V

QQQ
V

P

V

PPP

V

P

V

PPP
V

Q

V

QQQ

V

Q

V

QQQ
V

P

V

PPP

V

P

V

PPP

H(x)

. 

(21)

Matrix  H(x)  (like  vector  h(x)  before)  is  presented  under  the  assumption  of  the 

maximum  number  of measured  quantities. When  the  number  of  these  quantities  is 

smaller, the number of rows of the vector h(x) and also of the matrix H(x) is smaller than 

previously assumed. 

We  can  formulate  the  following  algorithm  for  the  considered  case  of  the  state 

estimation: 

1. Determine the parameters of the power system elements. 

2. Determine measurement vector z and measurement‐data covariance matrix R. 

3. Set vector x0,  i.e., a vector whose elements are the  initial values of the elements of 

state vector x. 

4. k = 0. 

5. Calculate elements of Jacobian matrix H(x) and vector h(x) for xk. 

6. Calculate xk + 1, i.e., new approximation of vector x using (19). 

7. k = k + 1. 

8. If stopping criteria are fulfilled, calculate unmeasured quantities, else go to step 5. 

A flow chart of the state estimation process is in Figure 4. 
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Figure 4. The flow chart of the state estimation process. 

The necessary condition of existence of a solution of the state estimation is nx ≥ mz, 

i.e., r ≥ 1, where r is an index defining the data redundancy in the state estimation. Index 

r is calculated using formula: 

zm

n
r x .  (22) 

3.2. The State Estimation with the Use of the Considered Model of the Quadrature Booster—

Method 1 

In the considered case of the state estimation, the state vector is as following 

 TETETBTBT2132 ,,,,,,,,,,, VVVVV nn  x ,  (23)

where:  BTV is a magnitude of source voltage  BTV ;  ETV   and  ET are a magnitude and a 

phase angle of source voltage  ETV , respectively. 

For Method 1, the number of state‐vector elements (nx_1) is given by the formula 

QB1_ 212 nnnx  ,  (24)

where nQB is the number of sources in the quadrature booster model and nQB = 2. 

Comparing to the state vector (9), additional elements of the state vector (23) are the 

magnitudes  and  phase  angles  of  voltages  ETV   and  BTV .  In  turn,  in  the  vector  of 

measured quantities h(x), additional quantities are  BBP ,  BBQ   (5) and 
tar
BTBT  i   (7). In 

Equation  (25),  in  vector  h(x),  only  quadrature‐booster‐related  quantities  are 

distinguished.   

   Ttar
BTBTBBBB ,,,...,,,,...,,,...,  ilili QPQQPP xh .  (25)

For the considered case, mz_0 is calculated as follows: 
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0_QB01_0_ 2 mnmz  ,  (26)

where m0_QB is the number of scalar equations describing the quadrature booster model 

that can be used to determine quantities taking known values and m0_QB = 3 (equations 

resulting from (5) and (7)). 

Due to the differences in the content of vectors h(x) and x for the considered case of 

the state estimation and for the state estimation described in Subsection 3.1, there is also 

a difference in the form of Jacobian matrix H(x) between the mentioned cases of the state 

estimation. Formula (27) shows the elements of this matrix related with the quadrature 

booster: 
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(27)

An algorithm for Method 1 assumes realization of the same steps as for the classical 

state estimation (see Figure 4). Vector h(x) and matrix H(x) that are used in the algorithm 

are different from those considered in the classical state estimation. 

3.3. The State Estimation with the Switching off of the Quadrature Booster in a Power System 

Model—Method 2 

Unlike in Method 1, in Method 2 of the state estimation, the quadrature booster is 

switched off  in  the used power system model. This  is  illustrated  in Figure 5. Figure 5 

presents the branch between nodes i and k, in which in the real power system there is the 

phase shifter (the quadrature booster). Figure 5 shows two cases considered in the paper. 

The case  in Figure 5a  is taken  into account  in Method 1, and the case  in Figure 5b—in 

Method 2. 
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Figure 5. A fragment of the power system model with the quadrature booster used in Method 1 (a) 

and the corresponding fragment of the power system model with the switching off of the quadrature 

booster used in Method 2 (b). 

It should be noted, that node l is a virtual one, for which Pl = 0 and Ql = 0. While in 

Method 1, Pl and Ql are used as measured quantities, in Method 2, Pl and Ql are no longer 

such  quantities.  For  bus  l,  it  is  not possible  to  formulate  the power  balance  equation 

because the quadrature booster is off. This means that the number of the zero‐injection 

nodes (i.e., n0) decreases by 1. There is the same reason of removal of the powers Pi and Qi 

from measured‐quantities vector h(x) as in the case of the powers Pl and Ql. Removal of 

the powers Pi and Qi from vector h(x) entails a further reduction of mz by 2 as either n0 

decreases by 1 when node i is a zero‐injection node in a real system, or m decreases by 2 

when Pi and Qi are measured. Note that in Method 2, the quadrature booster model is not 

considered. Thus, Equations (5) and (7), with which 3 (mz_QB) elements of the vector h(x) 

are related, are not taken into account. In effect: 

7z_1z_2  mm ,  (28)

where mz_1 and mz_2 are parameters mz for Method 1 and Method 2, respectively. 

In Method 2, the state vector is the same as for the classical state estimation (nx_2 = 2n 

− 1), that is 

4x_1x_2  nn ,  (29)

where nx_1 and nx_2 are parameters nx for Method 1 and Method 2, respectively. 

Measured‐quantities vector h(x) differs  from  the vector  (16)  for  the  classical  state 

estimation in that the powers PAC_i, QAC_i, PAC_l, and QAC_l are not present in it. This means 

that in Method 2, there are no rows in Jacobian matrix H(x) related to the powers PAC_i, 

QAC_i, PAC_l, and QAC_l. A number of columns in that matrix is the same as in the classical 

state estimation. 

An algorithm for Method 2 assumes realization of the same steps as for Method 1 

(see Figure 4) and additionally calculation of the magnitudes and phase angles of voltages 

ETV   and  BTV . Vector h(x) and matrix H(x), which are used in the algorithm, are different 

for the considered methods. 

In  the case of Method 2, results of  iterative estimation calculations do not  include 

estimates of the magnitudes and phase angles of voltages  ETV   and  BTV . Those voltages 

characterize the operational state of the quadrature booster. It should be noted, that they 

are calculated in iterative estimation calculations in the case of Method 1. The mentioned 

voltages can be calculated on  the base of  results of  iterative estimation calculations of 

Method 2. For purposes of those calculations the following formulas can be used: 
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where: i, l, and k are the numbers of nodes, shown in Figure 5;  lkz is an impedance of the 

series branch between nodes l and k;  sly is an admittance of the shunt branch at node l; 

and 
iV and 

i are a magnitude and a phase angle of node voltage  iV , respectively; 
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Formula  (30)  is  derived  in  Appendix A.  Formulas  (31)  and  (32)  are  derived  in 

Appendix B. 

4. Conducted Investigations 

4.1. Assumptions 

Assumptions for investigations of the state estimation for the power system with the 

quadrature booster are as follows: 

1. Calculations are performed  for  the  IEEE 14‐bus  test  system  (Figure 6)  [19], which 

during  investigations  is modified by changing the branch between nodes 4 and 5. 

That branch consists of: Case (1) a quadrature booster and the power line which is 

between nodes 4 and 5 in the original test system, Case (2) the power line mentioned 

in Case 1 which is switched off at the end at node 5. Both cases are shown in Figure 

5, when i = 5 and k = 4. Figure 5a relates to Case 1 and Figure 5b to Case 2; 
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Figure 6. The used test system. 

2. One considers two cases of state estimation for the test system, in which there is the 

quadrature booster on the power line between nodes 4 and 5 at node 5, namely the 

state estimation,  in which:  (i)  the quadrature booster  is  represented by  the model 

shown in Figures 2 (Case 1 distinguished in assumption 1) and (ii) the quadrature 

booster is switched off in the system model (Case 2 distinguished in assumption 1). 

In  the mentioned  cases  of  the  state  estimation, we use Method  1  and Method  2, 

respectively; 

3. To evaluate properties of the power‐system state estimation the following estimation 

evaluation  indices  are  taken  into  account  [18]:  (i)  the number of  iterations  in  the 

estimation process; (ii) ratio 
Me JJ , where:     ,ˆ
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21 , zi, 

iẑ , and 
r
iz are  the measured, estimated, and real value of  i‐th measured quantity, 

respectively;  σi  is  a  standard  deviation  of  small  errors  burdening  i‐th  item  of 

Measurement Data [20]; and (iii) cond(G) is defined as:    mM Gcond , where:  m

and  M are the minimal and maximal eigenvalues of gain matrix G, respectively [17]. 

Ratio 
Me JJ   characterizes accuracy of  the  state  estimation.  cond(G)  enables us  to 

evaluates conditioning of the estimation process; 

4. Comparative  analysis  of  the  estimation  evaluation  indices,  that  characterize  the 

properties of Method 1 and Method 2, is performed, using: (i) parameters such as: 

minimum, maximum, mean values, standard deviation and coefficient of variation 

(the ratio of the standard deviation to the mean value), and (ii) ordered charts; 

5. For each of the considered state‐estimation methods, Monte Carlo experiments are 

performed.  The  rules  for  carrying  out  these  experiments  are  determined  by 

successive assumptions. 

6. Estimation calculations are made for 11 levels of each load in the test system, defined 

as 50–150% with a step to be equal to 10% of appropriate load in the base case (of the 

test system). For the given load level, each active and reactive load power and also 

power injection is defined as:    bWwW  5.0 , where W and Wb are the calculated and 

base values of the mentioned quantity; w ∈ {0, 0.1, 0.2, …, 1}. V0.5 + w stands for the load 

level associated with w; 
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7. For each load level in the test system, voltage magnitude VBT takes values: 0.01, 0.02, 

0.03, …, 0.2 for each possible phase shift  BT  i , i.e., for  BT  i   equal to −90° or 

90°; 

8. The investigations are performed for four data‐redundancy levels to be defined as 

the  ratio of a number of measurement data and a number of state variables.  It  is 

assumed  that  the numbers of measurement data  are  following: m1  =  30, m2  =  49, 

m3 = 64, and m4 = 100; 

9. For each data‐redundancy level, 100 randomly selected arrangements of measuring 

systems in the test system are taken into account; 

10. Each  item  of measurement  data  is  burden with  a  small  error.  Those  errors  are 

represented by pseudorandom numbers, which are characterized by  the Gaussian 

distribution with a mean equal to 0 and a standard deviation σ, defined as [21,22]: 

  MFS  0.02  0.0025  0.001 1/3  for  active  power;    MFS  0.02  0.005  0.001 1/3  for 

reactive power;  and    MFS  003.0 0.0025  0.0005 1/3    for voltage magnitude, where 

FS is a measurement scope and M is a measured value; 

11. For  one  location  of  the  measurement  system  in  the  test  system,  100  cases  of 

generation of small errors burdening measurement data are considered. 

4.2. Case Study 1 

The subsection presents the results of investigation of the properties of Method 1 and 

Method 2, when the estimation of state of the power system with the quadrature booster 

is performed in the polar coordinate system. The investigation results are presented by 

means of Tables 1–7 and ordered charts in Figures 7–12. Each estimation evaluation index 

is assigned 2 tables. One table (Table 7) is a summary table, in which all the estimation 

evaluation indices are taken into account. 

 

Figure 7. The number of iterations in the state‐estimation process for load level V0.5. 
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Figure 8. The number of iterations in the state‐estimation process for load level V1.5. 

 

Figure 9. The condition number in the state‐estimation process for load level V0.5. 

 

Figure 10. The condition number in the state‐estimation process for load level V1.5. 

 

Figure 11. Ratio Je/Jm in the state‐estimation process for load level V0.5. 
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Figure 12. Ratio Je/Jm in the state‐estimation process for load level V1.5. 

Table 1. Number of iterations in the state estimation for load level V0.5. 

Parameter  Method 1  Method 2 

Number of 
Measurement Data   

m1  m2  m3  m4  m1  m2  m3  m4 

Min  6  7  7  7  5  5  5  5 

Max  14  12  9  8  9  8  7  6 

Mean  7.61  7.56  7.38  7.32  5.85  6.01  5.99  5.93 

std.dev.  0.80  0.62  0.49  0.47  0.54  0.20  0.13  0.25 

cv, %  10.46  8.22  6.58  6.39  9.28  3.35  2.25  4.22 

Table 2. Number of iterations in the state estimation for load level V1.5. 

Parameter  Method 1  Method 2 

Number of 
Measurement Data 

m1  m2  m3  m4  m1  m2  m3  m4 

Min  6  7  7  7  5  6  6  6 

Max  24  23  10  8  11  11  9  7 

Mean  8.33  7.98  7.68  7.62  6.64  6.75  6.54  6.30 

std.dev.  1.17  0.79  0.52  0.49  0.79  0.57  0.51  0.46 

cv, %  14.03  9.95  6.71  6.39  11.93  8.39  7.86  7.27 

Table 3. Condition number cond (G) for load level V0.5. 

Parameter  Method 1  Method 2 

Number of 

Measurement Data 
m1  m2  m3  m4  m1  m2  m3  m4 

Min  8.9 × 108  3.5 × 108  2.2 × 108  1.7 × 108  1.6 × 108  6.4 × 107  4.0 × 107  3.2 × 107 

Max  2.2 × 1010  2.7 × 109  8.7 × 108  1.9 × 108  4.5 × 109  5.2 × 108  1.5 × 108  3.5 × 107 

Mean  2.2 × 109  4.6 × 108  2.4 × 108  1.8 × 108  4.5 × 108  8.8 × 107  4.5 × 107  3.3 × 107 

std.dev.  2.8 × 109  2.4 × 108  4.5 × 107  3.2 × 106  5.9 × 108  5.1 × 107  9.8 × 106  6.3 × 105 

cv, %  126.78  51.67  18.69  1.79  129.91  58.73  21.68  1.91 
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Table 4. Condition number cond(G) for load level V1.5. 

Parameter  Method 1  Method 2 

Number of 

Measurement Data 
m1  m2  m3  m4  m1  m2  m3  m4 

Min  1.3 × 109  4.5 × 108  3.0 × 108  2.1 × 108  2.2 × 108  8.9 × 107  5.7 × 107  4.2 × 107 

Max  4.5 × 1010  6.7 × 109  2.8 × 109  3.2 × 108  8.2 × 109  1.3 × 109  4.5 × 108  6.1 × 107 

Mean  5.3 × 109  9.9 × 108  4.7 × 108  2.5 × 108  1.1 × 109  2.0 × 108  9.6 × 107  4.8 × 107 

std.dev.  6.0 × 109  7.2 × 108  2.1 × 108  1.8 × 107  1.2 × 108  1.5 × 108  4.4 × 107  2.9 × 106 

cv, %  113.54  72.54  43.64  7.38  110.73  76.77  45.34  5.9 

Table 5. Ratio Je/Jm characterizing the state estimation for load level V0.5. 

Parameter  Method 1  Method 2 

Number of 

Measurement Data 
m1  m2  m3  m4  m1  m2  m3  m4 

Min  0.601  0.176  0.164  0.127  0.642  0.201  0.160  0.132 

Max  0.998  0.854  0.716  0.442  1.000  0.888  0.773  0.500 

Mean  0.864  0.526  0.401  0.257  0.905  0.554  0.425  0.272 

std.dev.  0.087  0.099  0.086  0.062  0.079  0.101  0.089  0.066 

cv, %  10.06  18.84  21.58  23.99  8.77  18.12  20.96  24.27 

Table 6. Ratio Je/Jm characterizing the state estimation for load level V1.5. 

Parameter  Method 1  Method 2 

Number of 

Measurement Data 
m1  m2  m3  m4  m1  m2  m3  m4 

Min  0.618  0.245  0.138  0.135  0.689  0.256  0.156  0.146 

Max  0.999  0.834  0.784  0.583  1.000  0.839  0.783  0.575 

Mean  0.868  0.537  0.416  0.270  0.911  0.570  0.438  0.280 

std.dev.  0.084  0.098  0.088  0.073  0.073  0.097  0.088  0.071 

cv, %  9.66  18.33  21.26  27.11  8.01  17.03  20.17  25.2 

Table  7.  The  relative  differences  of mean  values  of  the  considered  indices  for Method  1  and 

Method 2 in percent. 

Number of Measurement Data  m1  m2  m3  m4 

load level V0.5 

Lit  32.16  25.93  23.23  23.44 

cond(G)  369.38  424.89  436.56  445.57 

Je/Jm  −4.55  −6.10  −5.82  −5.55 

load level V1.5 

Lit  25.42  18.20  17.33  20.89 

cond(G)  392.75  395.16  392.77  413.76 

Je/Jm  −4.68  −6.00  −5.14  −3.89 

One of  the  two  tables  related  to a given estimation evaluation  index contains  the 

parameters of this index for the lowest system load level, the other table—for the highest 

system  load  level.  These  tables  make  it  possible  to  compare  the  parameters  of  the 

considered  index  for  the  extreme  levels of  system  load. Each of  the  considered  tables 

contains the parameters of the corresponding index for both investigated methods and for 

different numbers of measurement data. Thanks  to  this,  it  is possible  to determine  the 

nature of changes of the aforementioned parameters for individual estimation methods 

with changes  in  the numbers of measurement data, as well as  to establish  the relation 
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between selected parameters calculated for different estimation methods for individual 

numbers of measurement data. 

In Tables 1–6,  std.dev.,  cv  stand  for  the  standard deviation and  the  coefficient of 

variation of the considered indices. 

Table 7 contains only the relative differences of mean values of the considered indices 

for Method  1  and Method  2  for  different  numbers  of measurement  data  and  for  the 

extreme levels of system load. Those differences are calculated using the formula: 










QB

QBQB
%r 100 ,  (35)

where: μr% is a relative difference of mean values and μQB+ and μQB−are mean values of a 

suitable index for Method 1 and Method 2, respectively. 

Table 7 makes it possible to analyze the relation between the considered methods in 

such cases as: 

(i) For selected system load level, the number of measurement data changes; 

(ii) For a given number of measurement data, the system load level changes. 

Figures  7–12  show  the  considered  indices  of  the  state  estimation  as  functions  of 

quantity l, where l is the number of cases of the state estimation expressed in percentage 

of the total number of considered cases. In those figures, each curve presents values of the 

considered index sorted in order of decreasing. 

The values of one index are shown in two figures: one figure for the lowest system 

load  level,  and  the  other  figure  for  the  highest  system  load  level. Each  figure  shows 

ordered charts for both considered methods, for the smallest and the largest number of 

measurement data. 

The figure showing the values of a given index makes it possible to analyze: 

(i) The number of state estimation cases for which the index is not lower than the set 

level; 

(ii) The relation between the  index values for different methods, when the number of 

measurement data is fixed; 

(iii) The  relation  between  index  values  for  the  same  method  when  the  number  of 

measurement data varies. 

Based on Figures 7–12, it can be concluded that: 

1. In each of Figures 7–10, curves associated with Method 1 are above the appropriate 

ones associated with Method 2. In Figures 11 and 12, the situation is different, the 

curves corresponding to Method 2 are above the appropriate curves corresponding 

to Method 1. 

2. In general, for a given method, as the number of measurement data decreases, any 

estimation evaluation index increases. 

3. Along with the increase of the index value threshold, the number of state‐estimation 

cases, in which the index values exceed this threshold, decreases. 

Analyzing parameters of the indices characterizing the state estimation, we can state 

that: 

 All parameters of Lit and cond(G) are greater for Method 1 than for Method 2; 

 Most  parameters  of  ratio  Je/Jm  are  smaller  for Method  1  than  for Method  2,  in 

particular it is the mean value for all numbers of measurement data; the following 

parameters of ratio Je/Jm have greater values for Method 1 than for Method 2: 

(i)  The maximum values for numbers of measurement data m3, m4 and for load level 

V1.5; 

(ii)  The standard deviation for: 

‐  Number of measurement data m1 and load level V0.5; 

‐ All considered numbers of measurement data and for load level V1.5. 
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4.3. Case Study 2 

The results of investigations presented in this subsection are to show the influence of 

the  coordinate  system  in which  the  calculations  are  performed  on  the  properties  of 

considered methods. In Tables 8 and 9, for particular indices characterizing Method 1 and 

Method 2, respectively, the relative differences of their mean values for the rectangular 

and polar coordinate system, are shown. The data gathered in Table 8 as well as in Table 

9 are calculated according to the formula: 

PS

PSRS
%r 100




 ,  (36)

where: μr% is a relative difference of mean values and μRS and μPS are mean values of a 

suitable index for the considered method realized in the rectangular and polar coordinate 

system, respectively. 

Table 8. The  relative differences of mean values of  the considered  indices  for Method 1  in  the  rectangular and polar 

coordinate system in percent. 

Load Level  V0.5  V0.6  V0.7  V0.8  V0.9  V1.0  V1.1  V1.2  V1.3  V1.4  V1.5 

number of measurement data: m1 

Lit  −14.93  −14.14  −13.27  −12.59  −11.74  −11.05  −10.21  −9.66  −8.68  −8.12  −7.61 

cond(G)  −0.50  0.31  0.93  1.49  1.83  2.09  2.40  2.67  2.01  0.67  −1.75 

Je/Jm  0.00  0.00  0.00  0.00  0.00  0.00  0.00  0.00  0.00  0.00  0.00 

number of measurement data: m4 

Lit  −12.83  −12.18  −11.13  −9.69  −9.28  −9.04  −9.19  −8.34  −8.70  −8.26  −7.90 

cond(G)  −5.14  −4.09  −3.14  −2.29  −1.46  −0.68  0.11  0.90  1.50  1.24  −0.30 

Je/Jm  0.01  0.01  0.00  0.01  0.01  0.00  0.01  0.00  0.01  0.00  0.00 

Table 9. The  relative differences of mean values of  the considered  indices  for Method 2  in  the  rectangular and polar 

coordinate system in percent. 

Load Level  V0.5  V0.6  V0.7  V0.8  V0.9  V1.0  V1.1  V1.2  V1.3  V1.4  V1.5 

Number of measurement data: m1 

Lit  1.11  1.93  2.42  2.67  3.19  3.44  3.90  5.27  7.30  7.21  6.41 

cond(G)  −8.57  −7.28  −6.27  −5.30  −4.58  −4.01  −3.41  −3.06  −2.24  −2.61  −9.49 

Je/Jm  0.00  0.00  0.00  0.00  0.00  0.00  0.00  0.00  0.00  0.00  0.03 

Number of measurement data: m4 

Lit  0.81  0.45  0.16  0.07  0.11  0.10  0.56  1.64  5.41  11.78  10.97 

cond(G)  −12.91  −11.63  −10.43  −9.22  −8.05  −6.99  −5.98  −5.12  −3.39  −2.89  −9.17 

Je/Jm  0.01  0.01  −0.01  0.01  0.01  −0.01  0.01  0.00  0.01  0.00  0.00 

Table 8 shows, that from the point of view of mean values for Method 1: 

 Ratio Je/Jm is practically the same in both coordinate systems; 

 For number of measurement data m1, index cond(G) is greater for the rectangular 

coordinate system than for the polar coordinate system except the extreme values of 

the system‐load level; 

 For number of measurement data m4, index cond(G) is greater for the rectangular 

coordinate system than for the polar coordinate system only for the system‐load level 

from V1.1 to V1.4; 

 The  situation  is unequivocal  for  index  Lit, which  is  always  lower  for  rectangular 

coordinate system than for polar coordinate system. 

Table 9  shows,  that  from  the point of view of mean values  for Method 2,  for all 

estimation evaluation indices, the situation is unequivocal: 

 Ratio Je/Jm is practically the same in both coordinate systems; 
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 Index cond(G)  is always  lower  for  the rectangular coordinate system  than  for  the 

polar coordinate system; 

 Index Lit is always greater for the rectangular coordinate system than for the polar 

coordinate system. 

5. Discussion 

5.1. Evaluation of the Methods on the Base of Calculated Parameters of the Considered Indices for 

the Polar Coordinate System 

In the paper, comparative  investigation of the power‐system state estimation with 

use of Method 1 and Method 2 is performed. Both considered methods are intended to 

estimate the state of the power system in which there is a quadrature booster. Evaluation 

of  the  state  estimation  is made using  such  indices  as:  the number of  iterations  in  the 

estimation  process  (Lit),  a  condition  number  for  the  coefficient matrix  in  the  solved 

equations (cond(G)) and ratio Je/Jm. The smaller each of the mentioned indices is the better 

properties of the power system state estimation are. 

In order  to establish  the properties of  the  state estimation,  the  calculations of  the 

mentioned indices were performed. These calculations were performed for the estimation 

carried out for such states to cover all possible their space. 

For all considered load levels and numbers of measurement data: (i) the mean values 

of such indices of the state estimation as Lit and cond(G) are larger for Method 1 than for 

Method 2 and (ii) the mean values of ratio Je/Jm are lower for Method 1 than for Method 2. 

For Method 1, minimum values of Lit are not less than for Method 2, independently 

of  the  load  levels  and  the numbers of measurement data. Maximum values of Lit  are 

always greater  for Method 1  than for Method 2. The conclusion  is that Lit  in Method 1 

takes values in the area of greater values than Lit in Method 2. Additionally, the standard 

deviation  of  Lit  in Method  1  is  greater  than  in Method  2.  Only  for  the  number  of 

measurement data equal to m3 and m4 and  load  level V1.5, the coefficient of variation  is 

smaller  for Method  1  than  for Method  2. However,  differences  of  the  coefficients  of 

variation for Method 1 and for Method 2 are not too great. Those differences are about 

1%. 

When condition number cond(G) is taken into account, the situation, is very similar 

to one which is described earlier. Compared to Method 2, in Method 1 apart from mean 

values, the minimum and maximum values and standard deviations are greater for all 

considered numbers of measurement data and all considered load levels. The coefficient 

of variation is smaller for Method 1 than for Method 2 for: (i) all numbers of measurement 

data when the load level is equal to V0.5 and (ii) the number of measurement data is equal 

to m2 and m3 when the load level is equal to V1.5. 

The  relations  between  the  parameters  (minimum, maximum, mean  values,  and 

standard deviation) of the ratio Je/Jm for Method 1 and for Method 2 are different than for 

the previously  analyzed  indices. Most of  the parameters of  ratio  Je/Jm  are  significantly 

smaller for Method 1 than for Method 2. Even if some parameter of the ratio Je/Jm is greater 

for Method  1  than  for Method  2,  the difference  in  the values of  the parameter under 

consideration for Method 1 and Method 2 is relatively small. The coefficient of variation 

is greater for Method 1 than for Method 2 for (i) all numbers of measurement data except 

m4 when the load level is equal to V0.5 and (ii) all numbers of measurement data when the 

load level is equal to V1.5. 

Summing up, it can be stated that in Method 1 more accurate results (closer to the 

actual values of the considered quantities) than in Method 2 are obtained. At the same 

time,  in Method 1  there are more  iterations and  the conditioning of  the computational 

process deteriorates in comparison to Method 2. 

When  comparing Method 1 and Method  2,  it  can be  concluded  that  for different 

estimation  evaluation  indices,  the  differences  of  their  parameters  calculated  for  the 

mentioned methods  are  essentially  different  (e.g.,  Table  7 when mean  values  of  the 
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considered indices are analyzed). Taking into account mean values of the state‐estimation 

indices, the smallest values of their differences are taken in the case of ratio Je/Jm. For load 

level V0.5, those differences are not too large and they are 4.55–6.10%, and for load level 

V1.5,  those  differences  are  3.89–6.00%.  In  the  case  of  Lit,  there  are  greater  differences 

between  its mean values determined  for Method 1 and Method 2, and  they are 17.33–

25.42% for load level V1.5 and 23.23–32.16% for load level V0.5. For that index, there is much 

greater  change  of  the  considered  differences  for  different  load  levels  and  different 

numbers of measurement data than it is in the case of ratio Je/Jm. Differences between mean 

values of condition number cond(G) found for Method 1 and Method 2 are clearly greater 

than  those  analyzed  earlier.  They  are  369.38–445.57%  for  load  level  V0.5  and  392.75–

413.76% for load level V1.5. 

When analyzing the properties of Method 1 in relation to the properties of Method 2, 

it  should  be  noted  that  due  to  the  consideration  of  the  quadrature  booster model  in 

Method 1 in the estimation: (i) additional relationships ((5) and (7)) are used and (ii) some 

relationships become more complex. The greater accuracy of the results of Method 1 in 

relation  to Method  2  can be  explained by  taking  into  account  the quadrature booster 

model in Method 1, while in Method 2 this model is not considered. The greater number 

of used relationships (larger dimensions of the used matrix) and their greater complexity 

is the reason for higher values of the indices Lit and cond (G) for Method 1 than for Method 

2. 

5.2. Evaluation of the Methods on the Base of the Analysis of the Assumed Definitions of State 

Estimation 

Continuing the previous analysis, attention should be paid to the differences in the 

state vectors x, as well as in vectors h(x) (consequently in the matrices H(x)) and vectors z 

for the considered estimation methods. 

Taking into account consideration in Section 3 and the test system shown in Figure 

6, we can state that for Method 1, n0 = 2 (nodes 7 and 15) and m0_QB = 3 (equations resulting 

from (5) and (7)); for Method 2, n0 = 1 (node 7) and m0_QB = 0. Node 15 is a virtual node in 

the test system, which is associated with the quadrature booster and which is denoted in 

Figure 5 as node l. 

The differences of the values of index r for Method 1 and Method 2 with a different 

number of measurements m are shown in Table 10. The mentioned differences (Δr12) are 

calculated as follows 

2

21
12 100

r

rr
r


 ,  (37)

where: r1 and r2 are indices r for Method 1 and Method 2, respectively. 

Table 10. The differences of indices r and p0 for Method 1 and Method 2 in percent. 

m  Δr12, %  Δp0_12, % 

30  8.38  12.25 

49  0.43  8.42 

64  −2.51  6.73 

100  −5.97  4.54 

118  −8.46  3.93 

Table 10 shows also differences of the values of index p0 for Method 1 and Method 2. 

Index p0 is defined as 

z

z

m

m
p 0_

0 100 .  (38) 

Δp0 shown in Table 10 is determined according the formula: 
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0_20_10_12 ppp  ,  (39) 

where: p0_1 and p0_2 are indices p0 for Method 1 and Method 2, respectively. 

Table 10 shows that: 

 For  smaller numbers of measurement data,  the data  redundancy  for Method 1  is 

greater than for Method 2; 

 For  all  numbers  of measurement data,  index  p0  is  greater  for Method  1  than  for 

Method 2. 

Analyzing Table 10 and the results of calculations of the parameters of the estimation 

evaluation  indices, which are given  in Section 4, one can notice a correlation of better 

properties of the state estimation from the point of view of index Je/Jm and higher values 

of index p0 for Method 1 than for Method 2. 

5.3. Evaluation of the Methods on the Base of the Calculated Parameters of the Considered Indices 

for Different Coordinate Systems 

Both  considered  methods  can  be  realized  in  different  coordinate  systems. 

Comparison of Method 1 in the rectangular coordinate system and Method 1 in the polar 

coordinate system shows that accuracy of results of the state estimation in each of these 

cases is practically the same. The conditioning of the computational process assessed with 

the use of  index cond(G) differs  little  for  the considered cases.  Index cond(G) changes 

between those cases by −1.75 to 2.67% for load level V0.5 and by −5.14 to 1.5% for load level 

V1.5. The biggest differences between Method 1 in the rectangular coordinate system and 

Method 1 in the polar coordinate system are in terms of Lit in the estimation calculations. 

Those differences  are  from  −14.93%  to  −7.61%  for  load  level V0.5  and  from  −12.83%  to 

−7.90%  for  load  level V1.5.  In  this situation,  from  the viewpoint of Lit  in  the estimation 

calculations, Method 1 in the rectangular coordinate system is more preferred. 

As  in  the  case  of Method  1,  in  the  case  of Method  2,  the  accuracy  of  the  state 

estimation results  is approximately the same  in both coordinate systems. Compared to 

Method 1, the situation is different when the other estimation evaluation indices are taken 

into account. The differences in the conditionality of the computational process (i.e., the 

differences  in  the  values  of  cond(G))  in different  coordinate  systems  are  significantly 

greater. The differences  in  the value of  index cond(G) are  from 2.24%  to 9.49%  for  the 

number  of  measurement  data  m1  and  from  2.89%  to  12.91%  for  the  number  of 

measurement data m4, which is significantly greater than it is for Method 1. As it is for 

Method 1, index cond(G) is smaller for calculations in the rectangular coordinate system. 

The differences in Lit in the calculations with the use of Method 2 in different coordinate 

systems are small (not greater than 5%) for the load level lower than V1.2 for the number 

of measurement data m1 and V1.3  for  the number of measurement data m4. For all  load 

levels, the considered Lit is greater in the rectangular coordinate system than in the polar 

coordinate system. This is different than in Method 1, both from the point of view of the 

value of the considered difference (within the range given above) and the indication of a 

more favorable coordinate system. 

6. Conclusions 

Conditions of performing the state estimation of the power system, in which there is 

the quadrature booster, are different than when there is no such device. In the paper, to 

evaluate  the properties of  the state estimation, when  in  the power  system  there  is  the 

quadrature booster,  three  indices  are used,  i.e., Lit being  a number of  iterations  in  an 

estimation process, cond(G) being a condition number  for  the coefficient matrix  in  the 

solved equations and ratio Je/Jm. Those indices enable to evaluate different aspects of the 

state  estimation.  The  number  of  iterations  Lit  gives  a  view  on  execution  time  of  the 

estimation process. Condition number cond(G) allows assessing susceptibility of the state 
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estimation to errors burdening measurement data. Ratio Je/Jm is a measure of accuracy of 

the state estimation. 

In the paper, the original investigation of properties of the mentioned state estimation 

is conducted for two cases: (i) use of Method 1, i.e., the state estimation taking into account 

the quadrature booster model in the power‐system model and (ii) the use of Method 2, 

i.e., the state estimation taking into account the system model, in which the real branch 

with  the quadrature booster  is modeled  as  switched off  at  the  end, where  in  fact  the 

mentioned quadrature booster  is.  It should be noted  that  the  latter case  is  the original 

solution to the problem of the estimation of state of the power system with the quadrature 

booster (the solution proposed in the paper). Investigations show that the results of the 

state estimation with the use of Method 1 are more accurate than it is in the case of the 

state estimation with the use of Method 2. In turn, in the case of use of Method 2, there are 

less iterations in calculations and there is better conditioning of estimation process. 

The analysis of  the properties of Method 1, similarly  to Method 2, shows  that  the 

accuracy of the results obtained with the use of a given method is practically independent 

of  the  coordinate  system  in  which  the  estimation  calculations  are  performed.  The 

influence of the coordinate system can be noticed when  indices such as  the number of 

iterations and condition number cond(G) are taken into account. From the point of view 

of the number of iterations, Method 1 is preferable when the computation is done in the 

rectangular coordinate system. In the case of Method 2, only for higher levels of the system 

load, a smaller number of iterations can be observed when the calculations are in the polar 

coordinate system. For  lower  levels of  the system  load,  the  influence of  the coordinate 

system on the number of iterations in the calculation process of the method is relatively 

small. 

Investigation  shows  that when Method  1  as well  as Method  2  are  used  in  the 

rectangular coordinate system, there is a significantly more favorable conditioning of the 

calculation process. 

Summarizing  the  influence  of  the  coordinate  system  on  the  properties  of  the 

considered  methods,  it  can  be  stated  that,  however,  more  arguments  support  the 

recognition of the rectangular coordinate system as a more favorable coordinate system 

for performing calculations using both Method 1 and Method 2. The presented original 

investigation will help to better assess the properties of the procedure for estimating the 

state of the power system in which there  is the quadrature booster. Consequently,  in a 

given case, from the point of view of taking into account the quadrature‐booster model 

and the coordinate system used in the process of estimation calculation the choice of the 

estimation procedure will be more justified. 
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Appendix A. Derivation of Formula (30) 

Taking into account Figure 3, we can write 

BTBT zIVVV liil  ,  (A1)

and 
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BTBT zΙVVV liil  .  (A2)

Figure 5b shows that 

lkli II  ,  (A3)

and 

sll

lk

lk
lk yV

z

VV
I 


 ,  (A4) 

where  sly is an admittance of the shunt branch at node l. 

From (A2)–(A4): 

BT
BT

BT zyV
z

z
VVVVV sll

lk

klil 




  .  (A5) 

The Formula (A5) is the formula the correctness of which was to be confirmed. 

Appendix B. Derivation of Formulas (31) and (32) 

When voltage  BTV   is known,  BTS can be calculated taking into account Formula (3). 

On the basis of (5), (4) and known  BTS   the following formula can be given 

0BT
*

ETET
**

ET
2

ET  SyVVy iV ,  (A6)

and 

0*

ET

BT
ET

*2
ET 

y

S
VV iV .  (A7) 

Assuming that: 

xr
i

ii aaVV j,e,e
*

ET

BTjETj

ETET  

y

S
VV

, 

(A8) 

we can write: 

0jee ETj

ET

-j2
ET  

xr
i

i aaVVV ,  (A9) 

and 

  0cos ETET
2

ET  rii aVVV , 

  0sin ETET  xii aVV . 
(A10)

In System of Equations (A10), unknowns are  ETV   and ET . From the second equation 

of System of Equations (A10) we have: 

 
ET

ETsin
VV

a

i

x
i  .  (A11)

Using (A11) we can determine: 

  22
ET

2

ET
2

ET
2

2

ET

1
1cos xi

ii

x
i aVV

VVVV

a


. 

(A12)

On the base of the first equation of System of Equations (A10) and (A12) we have: 
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022
ET

22
ET  rxi aaVVV ,  (A13)

and transforming (A13), we get 

  02 2222
ET

4
ET  xrir aaVaVV .  (A14)

A solution of Equation (A14) is: 

2242
ET 25.05.0 xiriir aVaVVaV  .  (A15)

The magnitude of voltage  ETV   (i.e.,  ETV ) is positive, and therefore in Formula (A15) 

only the positive values of the right‐hand side of the formula are considered. From among 

the two positive values of  ETV , the value which corresponds to the smaller absolute value 

of  the difference of phase angles  ET   and  i   ( iET )  is selected. This  is the greater 

value of  ETV . Finally, the sought value of  ETV   is as follows: 

2242
ET 25.05.0 xiriir aVaVVaV  .  (A16)

When  ETV   is known,  ET can be determined from the following formula, which is a 

consequence of Formula (A11): 













ET

ET sinarc
VV

a

i

x
i ,  (A17)

under condition: 

 









90,90sinarc

ETVV

a

i

x ,  (A18)

because other values of  ET   are not realistic. 

The Formulas (A16) and (A17) are the formulas the correctness of which was to be 

confirmed. 
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