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Abstract: In this paper, we used the permutation group together with the concept of cordiality in 

graph theory to introduce a new method of labeling. This construed permuted cordial labeling can 

be applied to all paths, cycles, fans and wheel graphs. Moreover, some other properties are investi-

gated and show  that  the union of any  two paths and  the union of any  two cycles are permuted 

cordial graphs. In addition, we investigated the permuted cordiality for the union of any path with 

cycle.   
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1. Introduction 

If the vertices of a graph are assigned values subject to certain conditions, then it is 

known as graph labeling. Most of the graph labeling problems have the following three 

characteristics in common: a set of numbers for the assignment of vertex labels, a rule that 

assigns a label to each edge and some condition(s) that these labels must satisfy. Cordial 

labeling were introduced by Cahit [1] who called a graph  𝐺ሺ𝑉,𝐸ሻ cordial if there is a ver-
tex  labeling  ℎ:𝑉 → ሼ0,1ሽ   such  that  the  induced  labeling  ℎ∗:𝐸 → ሼ0,1ሽ ,  defined  by 
𝑓∗ሺ𝑢𝑣ሻ ൌ |ℎሺ𝑢ሻ െ ℎሺ𝑣ሻ|  for all edges  𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉  and with the following inequalities holding: 

|𝑣ሺ0ሻ െ 𝑣ሺ1ሻ| ൑ 1  and  |𝑒ሺ0ሻ െ 𝑒ሺ1ሻ| ൑ 1, where  𝑣ሺ𝑖ሻ  (respectively,  𝑒ሺ𝑖ሻ) is the number of 

vertices (respectively, edges) labeled with  𝑖. For a detailed survey on graph labeling one 
can refer to Gallian [2]. For more details about the cordial labeling, the reader can refer to 

[3–11]. Let  𝑣ሺ0ሻ  and 𝑣ሺ1ሻ, be the number of vertices of  𝐺 with  labels  0  and  1,  respec-
tively, under  ℎ. Let  𝑒ሺ0ሻ  and  𝑒ሺ1ሻ  be the number of edges having labels 0 and 1, respec-

tively, under  ℎ∗ . A  binary vertex  labeling  of  a graph G  is  called  a  cordial  labeling  if 
|𝑣ሺ0ሻ െ 𝑣ሺ1ሻ| ൑ 1and |𝑒ሺ0ሻ െ 𝑒ሺ1ሻ| ൑ 1. In the paper [12] they investigate the existence of 
the  local super ant magic total chromatic number for some particular classes of graphs 

such as a trees, paths, and cycles. In the paper [13], they gave a characterization of the 

locating chromatic number of powers of paths. In addition, they find sharp upper and 

lower bounds for the locating chromatic number of powers of cycles.  The main purpose 

of the paper [14] was to determine the crossing numbers of the join products of six sym-

metric graphs on six vertices with paths and cycles on n vertices.  According to the paper 
[15], the Cartesian product of the directed path  𝑃௠  and the directed cycle  𝐶௡  for any pos-
itive integers 𝑚  and  𝑛  is the exact value of the signed. 

In the paper [16], they obtain the g-extra connectivity of the strong product of two 

paths, the strong product of a path and a cycle, and the strong product of two cycles. In 
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[17], they obtained an  𝑆 െ ሺ𝑎, 0ሻ െ 𝐸𝐴𝑀𝑇  and  𝑆 െ ሺ𝑎′, 2ሻ െ 𝐸𝐴𝑀𝑇  labeling of symmetric 

classes of networks termed as hexagonal lattice 𝐻𝑇𝑇௠,௡  and prismatic lattice  𝑇௠,௡. In this 

papers [18,19] designs a feature selection algorithm based on fuzzy relative knowledge 

distances  regards  relative  fuzzy knowledge distances as evaluation  functions and con-

ducts feature selections for information. 

As it is known, every permutation can be expressed as a composite of disjoint cycles. 

Let  𝑘  be a permutation of degree  𝑛  defined on a set  𝑆  having  𝑛  distinct elements. Let it 

be possible to arrange 𝑚  elements of the set  𝑆  in a row in such a way that the  𝑘  range 
of each element in the row is the element which follows it, the  𝑘  image of the last element 

is the first element and the remaining  ሺ𝑛 െ𝑚ሻ  elements of the set  𝑆  are left unchanged 
by 𝑘. Then  𝑘  is called a cyclic permutation or an 𝑚-cycle of length 𝑚. A cyclic of length 

two is called a transposition. A permutation is said to be even or odd according as it is 

expressible as the product of an even or an odd number of transpositions. Every permu-

tation can be expressed as a composite of disjoint cycles. Theorem of the  𝑛!  Permutations 

of  𝑛  cycles, 
௡!

ଶ
  are even permutations and 

௡!

ଶ
  are odd permutations. As a well know the-

orem states: The set  𝐴௡  of all even permutations of degree  𝑛  forms a finite group of order 
௡!

ଶ
 with respect to permutation multiplications as the composition [20]. Therefore, for any 

set of distinct three elements, we have only three even permutations. Now we labelled the 

vertices of a graph  𝐺 ൌ ሺ𝑉,𝐸ሻ   by  ℎ:𝑉 → ሼ𝑖,𝑔, 𝑓ሽ   and  induced edge  labeling  ℎ∗:𝐸ሺ𝐺ሻ →
ሼ𝑖,𝑔, 𝑓ሽ,  defined as follows:   

If  𝑒 ൌ 𝑢𝑣 ∈ 𝐸  then the following table determines the labeling of  𝑒  considering that 
our permutation is ሼ𝑖,𝑓,𝑔ሽ. We called this permuted cordial labeling. 

This paper studies each path 𝑃௡,  𝑛 ൒ 2  admits permuted cordial  labeling  for all 𝑛. 
Each cycle 𝐶௡,  𝑛 ൒ 3  admits a permuted cordial labeling. Each Fan 𝐹௡,  𝑛 ൒ 2  admits per-

muted cordial labeling for all 𝑛. The Wheel graph 𝑊௡,𝑛 ൒ 3  admits permuted cordial la-

beling  except  𝑛 ≡ 2 𝑚𝑜𝑑 3   and  𝑛   even.  The  union  of  𝑃௡ ∪ 𝑃௠ ,  𝑛,𝑚 ൒ 2   admits  a  per-

muted cordial labeling for all 𝑛,𝑚. The union of 𝐶௡ ∪ 𝐶௠,  𝑛,𝑚 ൒ 3  admits a permuted cor-

dial  labeling for all 𝑛,𝑚. The union of 𝑃௡ ∪ 𝐶௠,  𝑛 ൒ 2,𝑚 ൒ 3  admits a permuted cordial 

labeling for all 𝑛,𝑚.   

The rest of this paper is structured as follows: Permuted cordial labeling of cycles and 

paths are presented in Section 3. Permuted cordial labeling of cycles and paths are pre-

sented in Section 4. Finally, in Section 5, conclusions are drawn. 

2. Terminology and Notation 

By  𝐴ଷ௥, we mean  the  labeling  𝑖𝑓𝑔. . . 𝑖𝑓𝑔  (r-times) of  the path  𝑃ଷ௥  or  the cycle  𝐶ଷ௥. 
𝐷ଷ௥  and 𝐵ଷ௥  represent the labeling of  𝑖𝑔𝑓. . . 𝑖𝑔𝑓(𝑟-times) and  𝑔𝑖𝑓. . .𝑔𝑖𝑓(𝑟-times) of either 

𝑃ଷ௥  or  𝐶ଷ௥. Sometimes, we modify  𝐴ଷ௥, 𝐷ଷ௥, and 𝐵ଷ௥  by adding symbols at one end or 

the other or both; for example,  𝐴ଷ௥𝑔𝑖 means the labeling  𝑖𝑔𝑓. . . 𝑖𝑔𝑓(𝑟-times)𝑔𝑖  for  𝑃ଷ௥ାଶ 
or the cycle  𝐶ଷ௥ାଶ. Similarly, 𝐷ଷ௥𝑓  is the cycle  𝐶ଷ௥ାଵ  labeling  𝑖𝑔𝑓. . . 𝑖𝑔𝑓(𝑟-time)𝑓  (or the 
path  𝑃ሺ3𝑟 ൅ 1ሻ).  𝑣ሺ𝑖ሻ,  𝑣ሺ𝑔ሻ, and  𝑣ሺ𝑓ሻ  represent the number of vertices labeled  𝑖,  𝑔, and 
𝑓, respectively. Similarly, we denoted  𝑒ሺ𝑖ሻ, 𝑒ሺ𝑔ሻ, and  𝑒ሺ𝑓ሻ  to be the number of edges la-

beled  𝑖,𝑔, and  𝑓, respectively, for the graph  𝐺. 
A  vertex  labeling  of  graph  𝐺   of  ℎ:𝑉 → ሼ𝑖,𝑔, 𝑓ሽ  with  induced  edge  labeling 

ℎ∗:𝐸ሺ𝐺ሻ → ሼ𝑖,𝑔,𝑓ሽ  defined by 

. 𝑣ሺ𝑖ሻ 𝑣ሺ𝑓ሻ 𝑣ሺ𝑔ሻ
𝑢ሺ𝑖ሻ 𝑖 𝑓 𝑔
𝑢ሺ𝑓ሻ 𝑓 𝑔 𝑖
𝑢ሺ𝑔ሻ 𝑔 𝑖 𝑓

 

is  called  permuted  cordial  labeling  if  |𝑣ሺ𝑥ሻ െ 𝑣ሺ𝑦ሻ| ൑ 1   and  |𝑒ሺ𝑥ሻ െ 𝑒ሺ𝑦ሻ| ൑ 1 ,  𝑥 ് 𝑦 
and  𝑥,𝑦 ∈ ሼ𝑖, 𝑓,𝑔ሽ  where  𝑣ሺ𝑥ሻ   (respectively,  𝑒ሺ𝑥ሻ )  is  the  number  of  vertices  (respec-

tively, edges) labeled with  𝑥 ∈ ሼ𝑖, 𝑓,𝑔ሽ. A graph  𝐺  is permuted cordial if it admits a per-

muted labeling. 
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3. Permuted Cordial Labeling of Some Graphs 

In this section we shall prove that the permuted cordial labeling of paths, cycles, fan 

and wheel graphs.   

Theorem 1. Each path 𝑃௡, 𝑛 ൒ 2  admits permuted cordial labeling for all 𝑛. 

Proof. Let  𝑉 ൌ ሼ𝑣ଵ, 𝑣ଶ, … , 𝑣௡ሽ be  the vertex set of  𝑃௡  and  𝐸 ൌ ሼ𝑣௥𝑣௥ାଵ; 1 ൑ 𝑟 ൑ 𝑛 െ 1ሽ  its 
edges  set. Define  vertex  labeling  ℎ:𝑉 → ሼ𝑖,𝑔, 𝑓ሽ   as  follows:  suppose  𝑛 ≡ 0,1,2ሺ𝑚𝑜𝑑 3ሻ 
then, 

ℎሺ𝑣௥ሻ ൌ ൝
𝑖 ; 0  𝑚𝑜𝑑  3
𝑓 ; 1  𝑚𝑜𝑑  3
𝑔 ; 2  𝑚𝑜𝑑  3

 

□ 

The  induced  edge  labeling  ℎ∗   is  given  in  section  (2) where  our  permutation  is 

ሼ𝑖,𝑔, 𝑓ሽ  Let us study the following three cases:   

Case (1):  𝑛 ≡ 0ሺ𝑚𝑜𝑑 3ሻ. The total number of vertices labeled  𝑖  is denoted by  𝑣ሺ𝑖ሻ  is 
the same as the total number of vertices labeled  𝑓  and denoted by  𝑣ሺ𝑓ሻ  and also equiv-
alent to the total number of vertices labeled  𝑔  denoted by  𝑣ሺ𝑔ሻ  and this number is  𝑟, i.e., 
𝑣ሺ𝑖ሻ ൌ 𝑣ሺ𝑓ሻ ൌ 𝑣ሺ𝑔ሻ ൌ 𝑟 .  Obviously,  |𝑣ሺ𝑥ሻ െ 𝑣ሺ𝑦ሻ| ൌ 0, 𝑥 ് 𝑦   and  𝑥,𝑦 ∈ ሼ𝑖, 𝑓,𝑔ሽ .  Simi-

larly,  in this same one can see that the number of edges  labeled  𝑖  denoted by  𝑒ሺ𝑖ሻ  the 
same as the number of edges labeled  𝑓  denoted by  𝑒ሺ𝑓ሻ  and this number is  𝑟, while the 

number of edges  labeled  𝑔   denoted by  𝑒ሺ𝑔ሻ   and  this number  is  𝑟 െ 1 . Consequently, 
|𝑒ሺ𝑥ሻ െ 𝑒ሺ𝑦ሻ| ൑ 1, 𝑥 ് 𝑦  and  𝑥,𝑦 ∈ ሼ𝑖, 𝑓,𝑔ሽ. 

Case (2):  𝑛 ≡ 1ሺ𝑚𝑜𝑑 3ሻ. The total number of vertices labeled  𝑔  is denoted by  𝑣ሺ𝑔ሻ 
is the same as the total number of vertices labeled  𝑓  denoted by  𝑣ሺ𝑓ሻ  and this number is 

𝑟, while the number of vertices of  labeled  𝑖  denoted by  𝑣ሺ𝑖ሻ  and this number  is  𝑟 ൅ 1. 
Consequently,  |𝑣ሺ𝑥ሻ െ 𝑣ሺ𝑦ሻ| ൑ 1, 𝑥 ് 𝑦  and  𝑥,𝑦 ∈ ሼ𝑖, 𝑓,𝑔ሽ. Similarly, in this, one can see 

that the number of edges labeled  𝑖  denoted by  𝑒ሺ𝑖ሻ  is the same as the number of edges 

labeled  𝑓  denoted by  𝑒ሺ𝑓ሻ,  the same as the number of edges labeled  𝑔  denoted by  𝑒ሺ𝑔ሻ 
and this number is  𝑟. Therefore,  |𝑒ሺ𝑥ሻ െ 𝑒ሺ𝑦ሻ| ൌ 0, 𝑥 ് 𝑦  and  𝑥,𝑦 ∈ ሼ𝑖, 𝑓,𝑔ሽ. 

Case (3):  𝑛 ≡ 2ሺ𝑚𝑜𝑑 3ሻ. The total number of vertices labeled  𝑖  is denoted by  𝑣ሺ𝑖ሻ  is 
the same as the total number of vertices labeled  𝑓, is denoted by  𝑣ሺ𝑓ሻ  and this number is 

𝑟 ൅ 1, while the total number of vertices labeled  𝑔  is denoted by  𝑣ሺ𝑔ሻ  and this number 

is  𝑟 . Therefore,  |𝑣ሺ𝑥ሻ െ 𝑣ሺ𝑦ሻ| ൑ 1, 𝑥 ് 𝑦   and  𝑥,𝑦 ∈ ሼ𝑖, 𝑓,𝑔ሽ . Similarly,  in  this  same one 

can see that the total number of edges labeled  𝑖  is is denoted by  𝑒ሺ𝑖ሻ  is the same as the 

total number of edges labeled  𝑔  denoted by  𝑒ሺ𝑔ሻ  and this number is  𝑟, while the num-

ber of  edges  labeled  𝑓   denoted by  𝑒ሺ𝑓ሻ   and  this number  is  𝑟 ൅ 1 . Therefore,  |𝑒ሺ𝑥ሻ െ
𝑒ሺ𝑦ሻ| ൑ 1, 𝑥 ് 𝑦  and  𝑥,𝑦 ∈ ሼ𝑖, 𝑓,𝑔ሽ. 

Thus, we have seen in each case  |𝑣ሺ𝑥ሻ െ 𝑣ሺ𝑦ሻ| ൑ 1  and  |𝑒ሺ𝑥ሻ െ 𝑒ሺ𝑦ሻ| ൑ 1,  𝑥 ് 𝑦  and 
𝑥,𝑦 ∈ ሼ𝑖, 𝑓,𝑔ሽ. Hence the path  𝑃௡,𝑛 ൒  2  admits permuted cordial labeling. 

Theorem 2. Each cycle 𝐶௡,  𝑛 ൒ 3  admits a permuted cordial labeling. 

Proof.  Let  𝑉 ൌ ሼ𝑣ଵ, 𝑣ଶ, … , 𝑣௡ሽ  be  the  vertex  set  of  𝐶௡   and  𝐸 ൌ 𝑣௥𝑣௥ାଵ; 1 ൑ 𝑟 ൑ 𝑛 െ 1ሽ ∪
𝑣ଵ𝑣௡  be the edge set of 𝐶௡. Define vertex labeling  ℎ:𝑉ሺ𝐺ሻ → ሼ𝑖,𝑔, 𝑓ሽ  as given in Table 1.   

Table 1. Labeling of Vertices of 𝑪𝒏. 

when  𝑛 ≡ 0,1ሺ𝑚𝑜𝑑  3)  and when  𝑛 ≡ 2ሺ𝑚𝑜𝑑  3) 

ℎሺ𝑣௥ሻ ൌ ൝
𝑖 ; 0  𝑚𝑜𝑑  3
𝑓 ; 1  𝑚𝑜𝑑  3
𝑔 ; 2  𝑚𝑜𝑑  3

  ℎሺ𝑣௥ሻ ൌ

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧
𝑔 ; 𝑟 ൌ 0  𝑚𝑜𝑑  3, 𝑟 ് 𝑛 െ 1
𝑖 ; 𝑟 ൌ 1  𝑚𝑜𝑑  3, 𝑟 ് 𝑛
𝑓 ; 𝑟 ൌ 2  𝑚𝑜𝑑  3
𝑓 ; 𝑟 ൌ 𝑛 െ 1
𝑔 ; 𝑟 ൌ 𝑛

 

Now, we defined the labeling of the edge set of 𝐶௡  using the function as follows in 

Table 2. 
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Table 2. Labeling of Edge set. 

ℎ∗ሺ𝑒ሻ 

.  𝑣ሺ𝑖ሻ  𝑣ሺ𝑓ሻ  𝑣ሺ𝑔ሻ 
𝑣ሺ𝑖ሻ  𝑖  𝑓  𝑔 
𝑣ሺ𝑓ሻ  𝑓  𝑔  𝑖 
𝑣ሺ𝑔ሻ  𝑔  𝑖  𝑓 

It is follows that 𝐶௡,  𝑛 ൒ 3  admits permuted cordial labeling as required in Table 3. 

Table 3. Vertex and edge conditions of a cycle graph. 

𝑛  𝑣ሺ𝑖ሻ  𝑣ሺ𝑓ሻ  𝑣ሺ𝑔ሻ 
|𝑣ሺ𝑥ሻ െ 𝑣ሺ𝑦ሻ|𝑥 ് 𝑦
and𝑥,𝑦 ∈ ሼ𝑖, 𝑓,𝑔ሽ  

𝑛 ≡ 0  𝑚𝑜𝑑    3
i. e. ,𝑛 ൌ 3𝑟 ,  𝑟  𝑟  𝑟  0,0,0 

𝑛 ≡ 1  𝑚𝑜𝑑    3
i. e. ,𝑛 ൌ 3𝑟 ൅ 1,  𝑟 ൅ 1  𝑟  𝑟  1,1,0 

𝑛 ≡ 2  𝑚𝑜𝑑    3
i. e. ,𝑛 ൌ 3𝑟 ൅ 2,  𝑟  𝑟 ൅ 1 𝑟 ൅ 1  1,1,0 

  𝑛  𝑒ሺ𝑖ሻ  𝑒ሺ𝑓ሻ  𝑒ሺ𝑔ሻ 
|𝑒ሺ𝑥ሻ െ 𝑒ሺ𝑦ሻ|𝑥 ് 𝑦
and𝑥,𝑦 ∈ ሼ𝑖, 𝑓,𝑔ሽ  

𝑛 ≡ 0  𝑚𝑜𝑑    3
i. e. ,𝑛 ൌ 3𝑟 ,  𝑟  𝑟  𝑟  0,0,0 

𝑛 ≡ 1  𝑚𝑜𝑑    3
i. e. ,𝑛 ൌ 3𝑟 ൅ 1,  𝑟 ൅ 1  𝑟  𝑟  1,1,0 

𝑛 ≡ 2  𝑚𝑜𝑑    3
i. e. ,𝑛 ൌ 3𝑟 ൅ 2,  𝑟  𝑟 ൅ 1 𝑟 ൅ 1  1,1,0 

Hence the cycle graph  𝐶௡,𝑛 ൒ 3  admits permuted cordial labeling.□ 

Theorem 3. Each Fan 𝐹௡,  𝑛 ൒ 2  admits permuted cordial labeling for all 𝑛. 

Proof. Let  𝑉 ൌ ሼ𝑢, 𝑣ଵ,𝑣ଶ, … , 𝑣௡ሽ be the vertex set of  𝐹௡  and  𝐸 ൌ ሼ𝑣௥𝑣௥ାଵ; 1 ൑ 𝑟 ൑ 𝑛 െ 1ሽ ∪
ሼ𝑢𝑣௥; 1 ൑ 𝑟 ൑ 𝑛ሽ  its edges set. Define vertex labeling  ℎ:𝑉 → ሼ𝑖,𝑔, 𝑓ሽ  as follows in Table 4. 

Table 4. Labeling of Vertices of 𝑭𝒏. 

when  𝑛 ≡ 0ሺ𝑚𝑜𝑑  3)  when  𝑛 ≡ 1ሺ𝑚𝑜𝑑  3) 
and when  𝑛 ≡ 2ሺ𝑚𝑜𝑑  3),  𝑛 

odd 

ℎሺ𝑢ሻ ൌ 𝑖 

ℎሺ𝑣௥ሻ ൌ ൝
𝑖 ; 0  𝑚𝑜𝑑  3
𝑓 ; 1  𝑚𝑜𝑑  3
𝑔 ; 2  𝑚𝑜𝑑  3

 

ℎሺ𝑢ሻ ൌ 𝑔 

ℎሺ𝑣௥ሻ ൌ ൝
𝑖 ; 0  𝑚𝑜𝑑  3
𝑓 ; 1  𝑚𝑜𝑑  3
𝑔 ; 2  𝑚𝑜𝑑  3

 

ℎሺ𝑢ሻ ൌ 𝑔 

ℎሺ𝑣௥ሻ ൌ ൝
𝑖 ; 0  𝑚𝑜𝑑  3
𝑓 ; 1  𝑚𝑜𝑑  3
𝑔 ; 2  𝑚𝑜𝑑  3

   

The  induced  edge  labeling  ℎ∗   is  given  in  section  (2) where  our  permutation  is 

ሼ𝑖,𝑔, 𝑓ሽ  Let us study the following three cases: 

Case (1):  𝑛 ≡ 0ሺ𝑚𝑜𝑑 3ሻ. The total number of vertices labeled  𝑖  is denoted by  𝑣ሺ𝑖ሻ  is 
the same as the total number of vertices labeled  𝑔  and denoted by  𝑣ሺ𝑔ሻ  and this number 

is  𝑟, also the total number of vertices labeled  𝑓  denoted by  𝑣ሺ𝑓ሻ  and this number is  𝑟 ൅
1 ,  i.e.,  𝑣ሺ𝑖ሻ ൌ 𝑣ሺ𝑔ሻ ൌ 𝑟, 𝑣ሺ𝑓ሻ ൌ 𝑟 ൅ 1 .  Obviously, |𝑣ሺ𝑥ሻ െ 𝑣ሺ𝑦ሻ| ൑ 1, 𝑥 ് 𝑦   and  𝑥,𝑦 ∈
ሼ𝑖, 𝑓,𝑔ሽ. Similarly, in this same one can see that the number of edges labeled  𝑖  denoted by 
𝑒ሺ𝑖ሻ  the same as the number of edges labeled  𝑓  denoted by  𝑒ሺ𝑓ሻ  and also equivalent to 
the number of edges labeled  𝑔  denoted by  𝑒ሺ𝑔ሻ  and this number is  2𝑟. Consequently, 
|𝑒ሺ𝑥ሻ െ 𝑒ሺ𝑦ሻ| ൌ 0, 𝑥 ് 𝑦  and  𝑥,𝑦 ∈ ሼ𝑖, 𝑓,𝑔ሽ. 

Case (2):  𝑛 ≡ 1ሺ𝑚𝑜𝑑 3ሻ. The total number of vertices labeled  𝑔  is denoted by  𝑣ሺ𝑔ሻ 
is the same as the total number of vertices labeled  𝑓  denoted by  𝑣ሺ𝑖ሻ  and this number is 

𝑟 ൅ 1, while the number of vertices of labeled  𝑓  denoted by  𝑣ሺ𝑓ሻ  and this number is  𝑟. 
Consequently,  |𝑣ሺ𝑥ሻ െ 𝑣ሺ𝑦ሻ| ൑ 1, 𝑥 ് 𝑦  and  𝑥,𝑦 ∈ ሼ𝑖, 𝑓,𝑔ሽ. Similarly, in this same one can 

see  that  the number of edges  labeled  𝑖   denoted by  𝑒ሺ𝑖ሻ   is  the  same as  the number of 
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edges labeled  𝑓  denoted by  𝑒ሺ𝑓ሻ  and this number is  2𝑟, while the number of edges la-

beled  𝑔  denoted by  𝑒ሺ𝑔ሻ  and this number is  2𝑟 ൅ 1. Therefore,  |𝑒ሺ𝑥ሻ െ 𝑒ሺ𝑦ሻ| ൑ 1, 𝑥 ് 𝑦 
and  𝑥,𝑦 ∈ ሼ𝑖, 𝑓,𝑔ሽ. 

Case (3):  𝑛 ≡ 2ሺ𝑚𝑜𝑑 3ሻ. The total number of vertices labeled  𝑖  is denoted by  𝑣ሺ𝑖ሻ  is 
the same as the total number of vertices labeled  𝑓  is denoted by  𝑣ሺ𝑓ሻ  and also equivalent 
to the number of vertices labeled  𝑔  is denoted by  𝑣ሺ𝑔ሻ  and this number is  𝑟 ൅ 1. There-
fore,  |𝑣ሺ𝑥ሻ െ 𝑣ሺ𝑦ሻ| ൌ 0, 𝑥 ് 𝑦  and  𝑥,𝑦 ∈ ሼ𝑖, 𝑓,𝑔ሽ. Similarly, in this same one can see that 

the number of edges labeled  𝑖  denoted by  𝑒ሺ𝑖ሻ  the same as the number of edges labeled 

𝑓   denoted by  𝑒ሺ𝑓ሻ   and also equivalent  to  the number of edges  labeled  𝑔   denoted by 
𝑒ሺ𝑔ሻ   and  this  number  is  2𝑟 ൅ 1 .  Consequently,  |𝑒ሺ𝑥ሻ െ 𝑒ሺ𝑦ሻ| ൌ 0, 𝑥 ് 𝑦   and  𝑥,𝑦 ∈
ሼ𝑖, 𝑓,𝑔ሽ. 

Thus, we have seen in each case  |𝑣ሺ𝑥ሻ െ 𝑣ሺ𝑦ሻ| ൑ 1  and  |𝑒ሺ𝑥ሻ െ 𝑒ሺ𝑦ሻ| ൑ 1,  𝑥 ് 𝑦  and 
𝑥,𝑦 ∈ ሼ𝑖, 𝑓,𝑔ሽ. Hence the fan  𝐹௡,𝑛 ൒  2  admits permuted cordial labeling.□ 

Theorem 4. Each wheel 𝑊௡,  𝑛 ൒ 3  admits a permuted cordial labeling except 𝑛 ≡ 2 𝑚𝑜𝑑 3 
and  𝑛  even. 

Proof. Let  𝑉 ൌ ሼ𝑢, 𝑣ଵ,𝑣ଶ, … , 𝑣௡ሽ be the vertex set of 𝑊௡  and  𝐸 ൌ ሼ𝑣௥𝑣௥ାଵ; 1 ൑ 𝑟 ൑ 𝑛 െ 1ሽ ∪
𝑣ଵ𝑣௡ ∪ ሼ𝑢𝑣௥; 1 ൑ 𝑟 ൑ 𝑛ሽ  be the edge set of 𝑊௡. Define vertex labeling  ℎ:𝑉ሺ𝐺ሻ → ሼ𝑖,𝑔, 𝑓ሽ  as 
given in Table 5. 

Table 5. Labeling of Vertices of 𝑾𝒏. 

when  𝑛 ≡ 0ሺ𝑚𝑜𝑑  3)  when  𝑛 ≡ 1ሺ𝑚𝑜𝑑  3)  and when  𝑛 ≡ 2ሺ𝑚𝑜𝑑  3),  𝑛  odd 

ℎሺ𝑢ሻ ൌ 𝑖 

ℎሺ𝑣௥ሻ ൌ ൝
𝑖 ; 0  𝑚𝑜𝑑  3
𝑓 ; 1  𝑚𝑜𝑑  3
𝑔 ; 2  𝑚𝑜𝑑  3

 

ℎሺ𝑢ሻ ൌ 𝑔 

ℎሺ𝑣௥ሻ ൌ ൞

𝑖 ; 0  𝑚𝑜𝑑  3
𝑓 ; 1  𝑚𝑜𝑑  3, 𝑟 ് 𝑛
𝑔
𝑖

; 2  𝑚𝑜𝑑  3
;        𝑟 ൌ 𝑛

   

ℎሺ𝑢ሻ ൌ 𝑖 

ℎሺ𝑣௥ሻ ൌ

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧
𝑔 ; 𝑟 ൌ 0  𝑚𝑜𝑑  3, 𝑟 ് 𝑛 െ 1
𝑖 ; 𝑟 ൌ 1  𝑚𝑜𝑑  3, 𝑟 ് 𝑛
𝑓 ; 𝑟 ൌ 2  𝑚𝑜𝑑  3
𝑓 ; 𝑟 ൌ 𝑛 െ 1
𝑔 ; 𝑟 ൌ 𝑛

 

Now, we defined the labeling of the edge set of 𝑊௡  using the function as follows in 

Table 6. 

Table 6. Labeling of Edge set. 

ℎ∗ሺ𝑒ሻ 

.  𝑣ሺ𝑖ሻ  𝑣ሺ𝑓ሻ  𝑣ሺ𝑔ሻ 
𝑣ሺ𝑖ሻ  𝑖  𝑓  𝑔 
𝑣ሺ𝑓ሻ  𝑓  𝑔  𝑖 
𝑣ሺ𝑔ሻ  𝑔  𝑖  𝑓 

It is follows that 𝑊௡,  𝑛 ൒ 3  admits permuted cordial labeling as required in Table 7. 

Table 7. Vertex and edge conditions of a Wheel graph. 

𝑛  𝑣ሺ𝑖ሻ  𝑣ሺ𝑓ሻ  𝑣ሺ𝑔ሻ 
|𝑣ሺ𝑥ሻ െ 𝑣ሺ𝑦ሻ|𝑥 ് 𝑦
and𝑥,𝑦 ∈ ሼ𝑖, 𝑓,𝑔ሽ  

𝑛 ≡ 0  𝑚𝑜𝑑    3
i. e. ,𝑛 ൌ 3𝑟 ,  𝑟 ൅ 1  𝑟  𝑟  1,1,0 

𝑛 ≡ 1  𝑚𝑜𝑑    3
i. e. ,𝑛 ൌ 3𝑟 ൅ 1,  𝑟 ൅ 1  𝑟  𝑟 ൅ 1  1,0,1 

𝑛 ≡ 2  𝑚𝑜𝑑    3
i. e. ,𝑛 ൌ 3𝑟 ൅ 2, 

𝑛  odd 
𝑟 ൅ 1  𝑟 ൅ 1  𝑟 ൅ 1  0,0,0 

𝑛  𝑒ሺ𝑖ሻ  𝑒ሺ𝑓ሻ  𝑒ሺ𝑔ሻ 
|𝑒ሺ𝑥ሻ െ 𝑒ሺ𝑦ሻ|𝑥 ് 𝑦
and𝑥,𝑦 ∈ ሼ𝑖,𝑓,𝑔ሽ  

𝑛 ≡ 0  𝑚𝑜𝑑    3
i. e. ,𝑛 ൌ 3𝑟 ,  2𝑟  2𝑟  2𝑟  0,0,0 
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𝑛 ≡ 1  𝑚𝑜𝑑    3
i. e. ,𝑛 ൌ 3𝑟 ൅ 1,  2𝑟 ൅ 1  2𝑟  2𝑟 ൅ 1  1,0,1 

𝑛 ≡ 2  𝑚𝑜𝑑    3
i. e. ,𝑛 ൌ 3𝑟 ൅ 2,𝑛  odd  2𝑟 ൅ 2  2𝑟 ൅ 1  2𝑟 ൅ 1  1,1,0 

Hence  the Wheel  graph  𝑊௡,𝑛 ൒ 3   admits  permuted  cordial  labeling  except  𝑛 ≡
2 𝑚𝑜𝑑 3  and  𝑛  even. □ 

4. The Permuted Cordial Labeling for Union of Paths and Cycles 

In this section, we will study the permuted cordial labeling of a union of two paths, 

and a similar study will be performed of two union cycles. We end this section by studying 

the permuted cordial labeling of the union paths with cycles. 

Theorem 5. The union of 𝑃௡ ∪ 𝑃௠, 𝑛,𝑚 ൒ 2  admits a permuted cordial labeling for all 𝑛,𝑚. 

Proof. Let  V ൌ ሼvଵ, vଶ, … , v୬, vᇱଵ, vᇱଶ, … , vᇱ୫ሽ  be the vertex set of  P୬ ∪ P୫  and  E ൌ Eଵ ∪ Eଶ, 
where  Eଵ ൌ ሼv୰v୰ାଵ; 1 ൑ r ൑ n െ 1ሽ,  Eଶ ൌ ሼvᇱୱvᇱୱାଵ; 1 ൑ r ൑ m െ 1ሽ, be the edge set of  P୬ ∪
P୫. Define vertex labeling  ℎ:𝑉 → ሼ𝑖,𝑔, 𝑓ሽ  of the  𝑃௡ ∪ 𝑃௠  as given in Table 8. 

Table 8. Labeling of  𝑃௡  and 𝑃௠. 

𝑛 ൌ 3𝑟 ൅ 𝑗
𝑟 ൒ 0,
𝑗 ൌ 0,1,2

 
Labeling of
𝑃௡   𝑣ሺ𝑖ሻ  𝑣ሺ𝑓ሻ  𝑣ሺ𝑔ሻ  𝑒ሺ𝑖ሻ  𝑒ሺ𝑓ሻ  𝑒ሺ𝑔ሻ 

𝑗 ൌ 0
 

𝐴଴ ൌ 𝐴ଷ௥
𝐴ᇱ଴ ൌ 𝐷ଷ௥

 
𝑟
𝑟 

𝑟
𝑟 

𝑟
𝑟 

𝑟
𝑟 

𝑟
𝑟 െ 1 

𝑟 െ 1
𝑟

 

𝑗 ൌ 1  𝐴ଵ ൌ 𝐷ଷ௥ሺ𝑓ሻ  𝑟  𝑟 ൅ 1  𝑟  𝑟  𝑟  𝑟 
𝑗 ൌ 2  𝐴ଶ ൌ 𝐴ଷ௥ሺ𝑔𝑖ሻ  𝑟 ൅ 1  𝑟  𝑟 ൅ 1  𝑟  𝑟 ൅ 1  𝑟 

𝑚 ൌ 3𝑠 ൅ 𝑗
𝑠 ൒ 0,
𝑗 ൌ 0,1,2

 
Labeling of
𝑃௠   𝑣ᇱሺ𝑖ሻ  𝑣ᇱሺ𝑓ሻ  𝑣ᇱሺ𝑔ሻ  𝑒ᇱሺ𝑖ሻ  𝑒ᇱሺ𝑓ሻ  𝑒ᇱሺ𝑔ሻ 

𝑗 ൌ 0
 

𝐵଴ ൌ 𝐴ଷ௦
𝐵ᇱ଴ ൌ 𝐷ଷ௦

 
𝑠
𝑠 

𝑠
𝑠 

𝑠
𝑠 

𝑠
𝑠 

𝑠
𝑠 െ 1 

𝑠 െ 1
𝑠

 

𝑗 ൌ 1
 

𝐵ଵ ൌ 𝐴ଷ௦ሺ𝑖ሻ
𝐵ᇱଵ ൌ 𝐴ଷ௦ሺ𝑔ሻ

 
𝑠 ൅ 1
𝑠

 
𝑠
𝑠 

𝑠
𝑠 ൅ 1 

𝑠
𝑠 

𝑠
𝑠 

𝑠
𝑠 

𝑗 ൌ 2
 

𝐵ଶ ൌ 𝐴ଷ௦ሺ𝑔𝑖ሻ
𝐵ᇱଶ ൌ 𝐷ଷ௦ሺ𝑓𝑖ሻ

 
𝑠 ൅ 1
𝑠 ൅ 1

 
𝑠
𝑠 ൅ 1 

𝑠 ൅ 1
𝑠

 
𝑠
𝑠 

𝑠 ൅ 1
𝑠

 
𝑠
𝑠 ൅ 1 

Now, we defined the labeling of the edge set of  𝑃௡  using the function  ℎ∗  can be de-
fined as in Table 2 

Hence the deduced labeling of the union is shown in Table 9. 

Table 9. Vertex and edge conditions of 𝑷𝒏 ∪ 𝑷𝒎. 

𝑛 ൌ 3𝑟 ൅ 𝑗
𝑟 ൒ 0,
𝑗 ൌ 0,1,2

, 
𝑚 ൌ 3𝑠 ൅ 𝑗,
𝑠 ൒ 0,
𝑗 ൌ 0,1,2

 𝑃௡ 𝑃௠ 
|𝑣ሺ𝑥ሻ െ 𝑣ሺ𝑦ሻ|
, 𝑥 ് 𝑦and
𝑥,𝑦 ∈ ሼ𝑖, 𝑓,𝑔ሽ

|𝑒ሺ𝑥ሻ െ 𝑒ሺ𝑦ሻ|
, 𝑥 ് 𝑦and
𝑥,𝑦 ∈ ሼ𝑖, 𝑓,𝑔ሽ

 

0  0  𝐴଴ 𝐵ᇱ଴  0,0,0  1,1,0 
0  1  𝐴ᇱ଴ 𝐵ଵ  1,1,0  1,0,1 
0  2  𝐴ᇱ଴ 𝐵ଶ  1,0,1  0,0,0 
1  1  𝐴ଵ 𝐵ᇱଵ  1,1,0  0,0,0 
1  2  𝐴ଵ 𝐵ଶ  0,0,0  1,0,1 
2  2  𝐴ଶ 𝐵ᇱଶ  1,1,0  1,1,0 

It  is obvious  that  the difference  |𝑣ሺ𝑥ሻ െ 𝑣ሺ𝑦ሻ|   and  |𝑒ሺ𝑥ሻ െ 𝑒ሺ𝑦ሻ| ,where  𝑥 ് 𝑦   and 
𝑥,𝑦 ∈ ሼ𝑖, 𝑓,𝑔ሽ   are always do not exceed one. Therefore  𝑃௡ ∪ 𝑃௠ ,  𝑛,𝑚 ൒ 2   admits a per-

muted cordial labeling. 

Now, we denote our attention to study the union of two cycles. □ 
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Theorem 6. The union of 𝐶௡ ∪ 𝐶௠, 𝑛,𝑚 ൒ 3  admits a permuted cordial labeling for all 𝑛,𝑚. 

Proof. Let  V ൌ ሼvଵ, vଶ, … , v୬, vᇱଵ, vᇱଶ, … , vᇱ୫ሽ  be the vertex set of  C୬ ∪ C୫  and E ൌ Eଵ ∪ Eଶ, 
whereEଵ ൌ ሼv୰v୰ାଵ; 1 ൑ r ൑ n െ 1ሽ ∪ vଵv୬,  Eଶ ൌ ሼvᇱୱvᇱୱାଵ; 1 ൑ r ൑ m െ 1ሽ ∪ vᇱଵvᇱ୫  be the 
edge set of C୬ ∪ C୫. Define  ℎ:𝑉 → ሼ𝑖,𝑔, 𝑓ሽ  to be the chosen labeling for the vertex set of 
each  𝐶௡  and  𝐶௠  as seen in Table 10. 

Table 10. Labeling of  𝑪𝒏  and  𝑪𝒎. 

𝑛 ൌ 3𝑟 ൅ 𝑗,
𝑗 ൌ 0,1,2  

Labeling of
𝐶௡

 
𝑣ሺ𝑖ሻ

 
𝑣ሺ𝑓ሻ

 
𝑣ሺ𝑔ሻ

 
𝑒ሺ𝑖ሻ

 
𝑒ሺ𝑓ሻ

 
𝑒ሺ𝑔ሻ

 

𝑗 ൌ 0
 

𝐴଴ ൌ 𝐴ଷ௥
𝐴ᇱ଴ ൌ 𝐷ଷ௥

 
𝑟
𝑟 

𝑟
𝑟 

𝑟
𝑟 

𝑟
𝑟 

𝑟
𝑟 

𝑟
𝑟 

𝑗 ൌ 1
 

𝐴ଵ ൌ 𝐷ଷ௥ሺ𝑓ሻ
𝐴ᇱଵ ൌ 𝐴ଷ௥ሺ𝑖ሻ

 
𝑟
𝑟 ൅ 1 

𝑟 ൅ 1
𝑟

 
𝑟
𝑟 

𝑟
𝑟 ൅ 1 

𝑟 ൅ 1
𝑟

 
𝑟
𝑟 

𝑗 ൌ 2
 

𝐴ଶ ൌ 𝐴ଷ௥ሺ𝑔𝑖ሻ
𝐴ᇱଶ ൌ 𝐷ଷ௦ሺ𝑓𝑖ሻ

 
𝑟 ൅ 1
𝑟 ൅ 1

 
𝑟
𝑟 ൅ 1 

𝑟 ൅ 1
𝑟

 
𝑟 ൅ 1
𝑟 ൅ 1

 
𝑟 ൅ 1
𝑟

 
𝑟
𝑟 ൅ 1 

𝑚 ൌ 3𝑠 ൅ 𝑗,
𝑗 ൌ 0,1,2  

Labeling of
𝐶௡

 
𝑣ᇱሺ𝑖ሻ

 
𝑣ᇱሺ𝑓ሻ

 
𝑣ᇱሺ𝑔ሻ

 
𝑒ᇱሺ𝑖ሻ

 
𝑒ᇱሺ𝑓ሻ

 
𝑒ᇱሺ𝑔ሻ

 

𝑗 ൌ 0
 

𝐵଴ ൌ 𝐴ଷ௦
𝐵ᇱ଴ ൌ 𝐷ଷ௦

 
𝑠
𝑠 

𝑠
𝑠 

𝑠
𝑠 

𝑠
𝑠 

𝑠
𝑠 

𝑠
𝑠 

𝑗 ൌ 1
 

𝐵ଵ ൌ 𝐴ଷ௦ሺ𝑖ሻ
𝐵ᇱଵ ൌ 𝐴ଷ௦ሺ𝑔ሻ

 
𝑠 ൅ 1
𝑠

 
𝑠
𝑠 

𝑠
𝑠 ൅ 1 

𝑠 ൅ 1
𝑠

 
𝑠
𝑠 ൅ 1 

𝑠
𝑠 

𝑗 ൌ 2 
𝐵ଶ ൌ 𝐴ଷ௦ሺ𝑔𝑖ሻ
𝐵ᇱଶ ൌ 𝐷ଷ௦ሺ𝑓𝑖ሻ
𝐵ଶ

” ൌ 𝐵ଷ௦ሺ𝑓𝑔ሻ
 

𝑠 ൅ 1
𝑠 ൅ 1
𝑠

 
𝑠
𝑠 ൅ 1
𝑠 ൅ 1

 
𝑠 ൅ 1
𝑠
𝑠 ൅ 1

 
𝑠 ൅ 1
𝑠 ൅ 1
𝑠

 
𝑠 ൅ 1
𝑠
𝑠 ൅ 1

 
𝑠
𝑠 ൅ 1
𝑠 ൅ 1

 

So, one can define the edge labeling  ℎ∗  for  𝐶௡ ∪ 𝐶௠  as follows in Table 2.   

In view of  the above  labeling pattern, we have  the vertex  labeling of  𝐶௡ ∪ 𝐶௠  and 
also the edges labeling of it as indicated in the following Table 11. 

Table 11. Vertex and edge conditions of  𝑪𝒏 ∪ 𝑪𝒎. 

𝑛 ൌ 3𝑟 ൅ 𝑗
𝑟 ൒ 1,
𝑗 ൌ 0,1,2

, 
𝑚 ൌ 3𝑠 ൅ 𝑗
𝑠 ൒ 1,
𝑗 ൌ 0,1,2

,  𝐶௡  𝐶௠ 
|𝑣ሺ𝑥ሻ െ 𝑣ሺ𝑦ሻ|
𝑥 ് 𝑦and
𝑥,𝑦 ∈ ሼ𝑖, 𝑓,𝑔ሽ

 

|𝑒ሺ𝑥ሻ െ 𝑒ሺ𝑦ሻ|
𝑥 ് 𝑦and
𝑥,𝑦 ∈ ሼ𝑖, 𝑓,𝑔ሽ

 

0  0  𝐴଴  𝐵଴  0,0,0  0,0,0 
0  1  𝐴଴  𝐵ଵ  1,1,0  1,1,0 
0  2  𝐴଴  𝐵ଶ  1,0,1  0,1,1 
1  1  𝐴ଵ  𝐵ଵ  0,1,1  0,1,1 
1  2  𝐴ᇱଵ  𝐵”ଶ  0,0,0  0,0,0 
2  2  𝐴ଶ  𝐵ᇱଶ  1,1,0  1,1,0 

It  is obvious  that  the difference  |𝑣ሺ𝑥ሻ െ 𝑣ሺ𝑦ሻ|   and  |𝑒ሺ𝑥ሻ െ 𝑒ሺ𝑦ሻ| ,where  𝑥 ് 𝑦   and 
𝑥,𝑦 ∈ ሼ𝑖, 𝑓,𝑔ሽ   are  always donated  to  exceed one. Therefore 𝐶௡ ∪ 𝐶௠ ,  𝑛,𝑚 ൒ 3   admits  a 

permuted cordial labeling. 

Finally, we study the permuted cordial labeling for  𝑃௡ ∪ 𝐶௠. □ 

Theorem 7. The union of 𝑃௡ ∪ 𝐶௠, 𝑛 ൒ 2,𝑚 ൒ 3  admits a permuted cordial by for all 𝑛,𝑚. 

Proof. Let  V ൌ ሼvଵ, vଶ, … , v୬, vᇱଵ, vᇱଶ, … , vᇱ୫ሽ  be the vertex set of union of  P୬ ∪ C୫  and  E ൌ
Eଵ ∪ Eଶ , where  Eଵ ൌ ሼv୰v୰ାଵ; 1 ൑ r ൑ n െ 1ሽ ,  Eଶ ൌ ሼvୱᇱvୱାଵᇱ ; 1 ൑ r ൑ m െ 1ሽ ∪ vଵᇱv୫ᇱ    be  the 
edge set of the union of  P୬ ∪ C୫. Define vertex labeling  ℎ:𝑉 → ሼ𝑖,𝑔, 𝑓ሽ  to be the chosen 
labeling for the vertex set of each  𝑃௡  and  𝐶௡  as seen in Table 12. 
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Table 12. Labeling of 𝑷𝒏  and  𝑪𝒎. 

𝑛 ൌ 3𝑟 ൅ 𝑗
𝑗 ൌ 0,1,2 , 

Labeling of
𝑃௡

 
𝑣ሺ𝑖ሻ

 
𝑣ሺ𝑓ሻ

 
𝑣ሺ𝑔ሻ

 
𝑒ሺ𝑖ሻ

 
𝑒ሺ𝑓ሻ

 
𝑒ሺ𝑔ሻ

 

𝑗 ൌ 0
 

𝐴଴ ൌ 𝐴ଷ௥
𝐴ᇱ଴ ൌ 𝐵ଷ௥

 
𝑟
𝑟 

𝑟
𝑟 

𝑟
𝑟 

𝑟
𝑟 െ 1

𝑟
𝑟 

𝑟 െ 1
𝑟

 

𝑗 ൌ 1  𝐴ଵ ൌ 𝐴ଷ௥ሺ𝑖ሻ  𝑟 ൅ 1  𝑟  𝑟  𝑟  𝑟  𝑟 
𝑗 ൌ 2

 
𝐴ଶ ൌ 𝐴ଷ௥ሺ𝑖𝑓ሻ
𝐴ᇱଶ ൌ 𝐴ଷ௥ሺ𝑔𝑓ሻ

 
𝑟 ൅ 1
𝑟

 
𝑟 ൅ 1
𝑟 ൅ 1

 
𝑟
𝑟 ൅ 1 

𝑟
𝑟 ൅ 1

𝑟
𝑟 ൅ 1

𝑟 ൅ 1
𝑟 െ 1

 

𝑚 ൌ 3𝑠 ൅ 𝑗
𝑗 ൌ 0,1,2 , 

Labeling of
𝐶௠

 
𝑣ᇱሺ𝑖ሻ

 
𝑣ᇱሺ𝑓ሻ𝑣ᇱሺ𝑔ሻ𝑒ᇱሺ𝑖ሻ

 
𝑒ᇱሺ𝑓ሻ𝑒ᇱሺ𝑔ሻ

𝑗 ൌ 0  𝐵଴ ൌ 𝐴ଷ௦  𝑠  𝑠  𝑠  𝑠  𝑠  𝑠 

𝑗 ൌ 1 
𝐵ଵ ൌ 𝐴ଷ௦ሺ𝑖ሻ
𝐵ᇱଵ ൌ 𝐴ଷ௦ሺ𝑔ሻ
𝐵ଵ∗ ൌ 𝐷ଷ௦ሺ𝑔ሻ

 
𝑠 ൅ 1
𝑠
𝑠

 
𝑠
𝑠
𝑠
 
𝑠
𝑠 ൅ 1
𝑠 ൅ 1

 
𝑠 ൅ 1
𝑠
𝑠 ൅ 1

𝑠
𝑠 ൅ 1
𝑠 െ 1

𝑠
𝑠
𝑠 ൅ 1

 

𝑗 ൌ 2 
𝐵ଶ ൌ 𝐵ଷ௦ሺ𝑔𝑖ሻ

𝐵 ᇲ
ଶ ൌ 𝐵ଷ௦ሺ𝑓𝑔ሻ

𝐵ଶ
∗ ൌ 𝐴ଷ௦ሺ𝑔𝑖ሻ

 
𝑠 ൅ 1
𝑠
𝑠 ൅ 1

 
𝑠
𝑠 ൅ 1
𝑠

 
𝑠 ൅ 1
𝑠 ൅ 1
𝑠 ൅ 1

 
𝑠
𝑠
𝑠 ൅ 1

𝑠
𝑠 ൅ 1
𝑠 ൅ 1

𝑠 ൅ 2
𝑠 ൅ 1
𝑠

 

The edge  labeling  follows  in Table 2. Hence  the deduced  labeling of  the union  is 

shown in Table 13. 

Table 13. Vertex and edge conditions of 𝑷𝒏 ∪ 𝑪𝒎. 

𝑛 ൌ 3𝑟 ൅ 𝑗
𝑟 ൒ 0,
𝑗 ൌ 0,1,2

, 
𝑚 ൌ 3𝑠 ൅ 𝑗,
𝑠 ൒ 1,
𝑗 ൌ 0,1,2

  𝑃௡  𝐶௠ 
|𝑣ሺ𝑥ሻ െ 𝑣ሺ𝑦ሻ|
, 𝑥 ് 𝑦and
𝑥,𝑦 ∈ ሼ𝑖, 𝑓,𝑔ሽ

 

|𝑒ሺ𝑥ሻ െ 𝑒ሺ𝑦ሻ|
, 𝑥 ് 𝑦and
𝑥,𝑦 ∈ ሼ𝑖, 𝑓,𝑔ሽ

 

0  0  𝐴଴  𝐵଴  0,0,0  0,1,1 
0  1  𝐴ᇱ଴  𝐵ଵ  1,1,0  0,0,0 
0  2  𝐴଴  𝐵ଶ  1,0,1  0,1,1 
1  0  𝐴ଵ  𝐵଴  1,1,0  0,0,0 
1  1  𝐴ଵ  𝐵ᇱଵ  1,0,1  1,0,1 
1  2  𝐴ଵ  𝐵 ᇲ

ଶ  0,0,0  1,1,0 
2  0  𝐴ଶ  𝐵଴  0,1,1  0,1,1 
2  1  𝐴ଶ  𝐵ᇱଵ  0,0,0  1,1,0 
2  2  𝐴ଶ  𝐵ଶ

∗  1,1,0  0,0,0 

It  is obvious  that  the difference  |𝑣ሺ𝑥ሻ െ 𝑣ሺ𝑦ሻ|   and |𝑒ሺ𝑥ሻ െ 𝑒ሺ𝑦ሻ| , where  𝑥 ് 𝑦   and 
𝑥,𝑦 ∈ ሼ𝑖, 𝑓,𝑔ሽ  are always donated to exceed one. Therefore, 𝑃௡ ∪ 𝐶௠,  𝑛 ൒ 2,𝑚 ൒ 3  admits 

a permuted cordial labeling. □ 

5. Conclusions 

We proved that each path  𝑃௡,  𝑛 ൒ 2  admits permuted cordial labeling for all  𝑛. Each 
cycle  𝐶௡ ,  𝑛 ൒ 3  admits  a  permuted  cordial  labeling.  Each  Fan  𝐹௡ ,  𝑛 ൒ 2   admits  per-

muted cordial labeling for all 𝑛. The Wheel graph 𝑊௡,𝑛 ൒ 3  admits permuted cordial la-

beling except  𝑛 ≡ 2 𝑚𝑜𝑑 3  and  𝑛  even. 
Moreover, we proved that the union of  𝑃௡ ∪ 𝑃௠,  𝑛,𝑚 ൒ 2  admits a permuted cordial 

labeling for all 𝑛,𝑚. The union of  𝐶௡ ∪ 𝐶௠,  𝑛,𝑚 ൒ 3  admits a permuted cordial labeling 

for all 𝑛,𝑚. The union of  𝑃௡ ∪ 𝐶௠,  𝑛 ൒ 2,𝑚 ൒ 3  admits a permuted cordial  labeling  for 

all 𝑛,𝑚. In the future, we will apply permuted cordial labeling to other types of graphs. 

Author Contributions: Conceptualization, A.E., M.M.A.A.-S. and A.A.E.-h.; Methodology, .E. and 

A.A.E.-h.;  Formal  analysis, M.M.A.A.  and A.A.E.-h.; writing—original  draft  preparation, A.E., 

M.M.A.A.-S. and A.A.E.-h.; writing—review and editing, M.M.A.A.-S., M.M.A.A. and A.A.E.-h.; 

project administration, A.E.; funding acquisition, M.M.A.A. All authors have read and agreed to the 

published version of the manuscript. 



Symmetry 2023, 15, 825  9  of  9 
 

 

Funding: This research was funded by Deanship of Scientific Research at King Khalid University 

grant number R. G. P. 2/23/44. 

Data Availability Statement: Not applicable. 

Acknowledgments: The authors extend their appreciation to the Deanship of Scientific Research at 

King Khalid University for funding this work through Large Groups Project under grant number 

(R. G. P. 2/23/44). 

Conflicts of Interest: The author declares no conflict of interest. 

References 

1. Cahit, I. Cordial Graphs: A Weaker Version of Graceful and Harmonious Graphs. Ars Comb. 1987, 23, 201–207. 

2. Gallian, J.A. A Dynamic Survey of Graph Labeling. Electron. J. Comb. 2010, 17, 1–246. 

3. Elrokh, A.; Elmshtaye, Y.; Abd El-hay, A. The Cordiality of Cone and Lemniscate Graphs. Appl. Math. Inf. Sci. 2022, 16, 1027–

1034. https://doi.org/10.18576/amis/160620. 

4. Sundaram, M.; Ponraj, R.; Somasundram, S. Total Product Cordial Labeling of Graphs. Bull. Pure Appl. Sci. Sect. E. Math. Stat. 

2006, 25, 199–203. 

5. Vaidya, S.K.; Dani, N.A.; Kanani, K.K.; Vihol, P.L. Cordial and 3-Equitable Labeling for Some Star Related Graphs. Int. Math. 

Forum 2009, 4, 1543–1553. 

6. Badr, E.; Almotairi, S.; Elrokh, A.; Abdel-Hay, A.; Almutairi, B. An Integer Linear Programming Model for Solving Radio Mean 

Labeling Problem. IEEE Access 2020, 8, 162343–162349. https://doi.org/10.1109/ACCESS.2020.3021896. 

7. ELrokh, A.; Ali Al-Shamiri, M.M.; Nada, S.; El-hay, A. Cordial and Total Cordial Labeling of Corona Product of Paths and 

Second Order of Lemniscate Graphs. J. Math. 2022, 2022, 8521810. https://doi.org/10.1155/2022/8521810. 

8. Nada, S.; Elrokh, A.; Abd El-hay, A. On singed product cordial of cone graph and its second power. Turk. J. Comput. Math. Educ. 

2022, 13, 597–606. 

9. Abd El-hay, A.; Rabie, A. Signed Product Cordial labeling of Corona Product between Paths and Second Power of Fan Graphs. 

Ital. J. Pure Appl. Math. 2022, 48, 287–294. 

10. Nada, S.; Abd El-hay, A.; Elrokh, A. Total cordial labeling of corona product of paths and second power of fan graph. Turk. J. 

Comput. Math. Educ. 2022, 13, 681–690. 

11. ELrokh, A.; Al-Shamiri, M.M.A.; Abd El-hay, A. A Novel Problem to Solve the Logically Labeling of Corona between Paths and 

Cycles. J. Math. 2022, 2022, 2312206. https://doi.org/10.1155/2022/2312206. 

12. Slamin, S.; Adiwijaya, N.O.; Hasan, M.A.; Dafik, D.; Wijaya, K. Local Super Antimagic Total Labeling for Vertex Coloring of 

Graphs. Symmetry 2020, 12, 1843. https://doi.org/10.3390/sym12111843. 

13. Ghanem, M.; Al-Ezeh, H.; Dabbour, A. Locating Chromatic Number of Powers of Paths and Cycles. Symmetry 2019, 11, 389. 

https://doi.org/10.3390/sym11030389. 

14. Staš, M. On the Crossing Numbers of the Join Products of Six Graphs of Order Six with Paths and Cycles. Symmetry 2021, 13, 

2441. https://doi.org/10.3390/sym13122441. 

15. Wang,  H.;  Kim,  H.K.  Signed  Domination  Number  of  the  Directed  Cylinder.  Symmetry  2019,  11,  1443. 

https://doi.org/10.3390/sym11121443. 

16. Zhu,  Q.;  Tian,  Y.  The  g-Extra  Connectivity  of  the  Strong  Product  of  Paths  and  Cycles.  Symmetry  2022,  14,  1900. 

https://doi.org/10.3390/sym14091900.s 

17. Afzal, H.U.; Alamer, A.; Javaid, M. Computing Antimagic Labeling of Lattically Designed Symmetric Networks. IEEE Access 

2022, 10, 32394–32405. https://doi.org/10.1109/ACCESS.2022.3160715. 

18. Bai, W.; Ding, J.; Zhang, C. Dual hesitant fuzzy graphs with applications to multi-attribute decision making. Int. J. Cogn. Comput. 

Eng. 2020, 1, 18–26. 
19. Song, Y.; Zhang, J.; Zhang, C.A survey of large-scale graph-based semi-supervised classification algorithms. Int. J. Cogn. Comput. 

Eng. 2022, 3, 188–198. 

20. Raisinghania, M.D.; Aggural, R.S.S.; Modern Algebra, S. Modern Algebra; Chand Company (PVT): New Delhi, India, 1987. 

Disclaimer/Publisher’s Note: The statements, opinions and data contained in all publications are solely those of the individual au-

thor(s) and contributor(s) and not of MDPI and/or the editor(s). MDPI and/or the editor(s) disclaim responsibility for any injury to 

people or property resulting from any ideas, methods, instructions or products referred to in the content. 

 


