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Supplementary material 1: Effective thermodynamics equation 

When using the exact definition for  a
T
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the prognostic equation 
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is exact in the sense of resulting from the exact thermodynamic equation 
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which is the small‐    approximation used in defining the temperature component 

of available enthalpy 
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Let us now return to the prognostic equation 
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and apply systematically the same small‐    approximation. Consider the diabatic 

contribution 
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So in the small‐    approximation the corresponding approximate form of the prog‐

nostic equation is 
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r
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    (S1.8) 

Note that this equation is slightly different from eq. (S1.6).   

Using  this  equation  corresponds  to using  an  approximate  form of  the  thermody‐

namic equation, as we shall show here:     
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 where 
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which gives the effective, approximate form of the thermodynamic equation implied 

by the small‐    approximation for  a
T
. We note that this approximate form of the ther‐

modynamic equation is better than equation (65) in [1] [2] that had also a factor of order 

unity 
T

r

T
  affecting the diabatic heating term. 
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Supplementary material 2: The total kinetic energy equation 

The total kinetic energy equation is obtained as follows:   
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Supplementary material 3: Time‐mean kinetic energy equation associated with time‐

mean wind 

An equation for KM is obtained by taking the dot product of the time‐mean horizontal 

winds with the time‐mean horizontal momentum equation as follows   
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When applying the following identity from Reynolds averaging rules 
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so that 

       + ' ' ' '

           

M
M h h h h

h h h h

K
V K V V V V V V

t

V V F


          



   

         

                    (S3.4) 

AM and KM energy reservoirs can be linked as follows: 
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Supplementary material 4: Time‐mean kinetic energy associated with time‐variability 

of the wind 

The easiest way to obtain the time‐mean kinetic energy associated with time‐varia‐

bility of the wind is by subtracting the time‐mean kinetic energy equation and the kinetic 

energy equation associated with time‐mean wind as follows: 
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and the identity obtained in eq. (S4.3), we obtain   
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By doing the same for the frictional term   

     (S4.4) 

so that 
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The link between AE and KE can be done by rewritten the term involving geopotential 

as follows:   
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Supplementary material 5: Time‐mean available enthalpy equation associated with 

time‐mean temperature 

An equation for AM is obtained by multiplying 
C

p

T
r

T T
r
  by the time‐mean ther‐

modynamics equation as follows: 

   (S5.1) 

Once again, using Reynolds averaging rule eq. (S3.2), we obtain   
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so that 

   (S5.3) 
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Supplementary material 6: Time‐mean available enthalpy equation associated with 

time‐variability of temperature 

An equation for AE is obtained by subtracting the time‐mean enthalpy equation by 

the time‐mean available enthalpy equation associated with time‐mean temperature as fol‐

lows 

  

 (S6.1) 

Considering 

 

 
  

   

2 2

2

   

 A

  ' 

  ' ' ' '
2 2

  ' ' ' '
2

X

p p p
M E r

r r r

p p
M E r

r r

V A

V

V A V A

C C C
V A A V T T T T T

T T T

C C
V A V A V T V T T T

T T



  

    

 
          

 

   
            

   

 

 

   

   

       

   (S6.2) 

and eq. (S6.2), we obtain   
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According to Reynolds decomposition rules 
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so that 

 (S6.6) 
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Supplementary material 7: Instantaneous kinetic energy equation associated with var‐

iance of wind fluctuations 

An equation for KX1 is obtained by taking the dot product of the time‐variability hor‐

izontal wind 

 

with the time‐variability momentum equation 
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The first advection term may be rewritten using the following Reynolds identity   

- ' ' ' '- ' 'AB AB A B A B A B A B         (S7.2) 

 (S7.3) 

Consequently, the second advection term is its time‐average 

     (S7.4) 

Terms involving the Coriolis parameter are all equals to zero. 
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AX1 and KX1 energy reservoirs can be linked as follows: 
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Supplementary material 8: Instantaneous kinetic energy equation associated with co‐

variance of wind fluctuations and wind time‐average 

An equation for KX2 is obtained by taking the dot product of time‐variability horizon‐

tal wind   with the time‐mean momentum equation and the dot product of time‐mean 

horizontal wind  with the time‐variability momentum equation as follows: 
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The total wind advection terms is: 

   (S8.2) 

The first term  in bracket has already been decomposed  in (S8.3), the second  is the 

advection of the total kinetic energy by the three‐dimensional wind vector and the  last 

term is obtained by combining two Reynolds identities:   
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we obtain 
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 (S8.4) 

Terms involving geopotential may be rewritten as follows: 
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AX2 and KX2 energy reservoirs can be linked as follows:   
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Likewise 
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SUPPLEMENTARY MATERIAL 9: Instantaneous available enthalpy associated with 

variance of temperature fluctuations 

An equation for AX1 is obtained by multiplying 
C

p

T
r

T 'with the time‐variability ther‐

modynamics equation 

   (S9.1) 

The first advection term may be rewritten as follows: 

 (S9.2) 

Consequently, the second advection term is its time‐average 

    (S9.3) 

so that 

 (S9.4) 
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SUPPLEMENTARY MATERIAL 10: Instantaneous available enthalpy associated with 

covariance of temperature fluctuations and wind time‐average 

An equation for AX2 is obtained by multiplying 
C

p

T
r

T 'with the time‐mean thermo‐

dynamics  equation and 
C

p

T
r

T T
r
 with  the  time‐variability  thermodynamics  equa‐

tion as follows: 

   (S10.1) 
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The first term into bracket has already been evaluated in eq. (S9.2), the second is pro‐

portional to the advection of the total available enthalpy by the three‐dimensional wind 

vector and the last term is obtained using the combination of two Reynolds identity de‐

veloped in eq. (S8.3) as follows: 

   (S10.3) 

Consequently, the total advection term becomes: 
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SUPPLEMENTARY MATERIAL 11: Total kinetic energy retrieval 

We ensure  that  the computation of  time‐mean and  time‐variability kinetic energy 

budget were correct by summing all their contributions to retrieve the total kinetic energy 

equation terms obtained in the “Supplementary material”. 
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    (S11.1)  

In fact, the sum of conversion and boundary fluxes terms appearing in KM, KE, KX1 and KX2 tendency equations 

is:  
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    (S11.2) 

The sum of contribution of geopotential heights appearing  in KM, KE, KX1 and KX2 

tendency equations is:   
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  (S11.3) 

The sum of contribution to the dissipation of the kinetic energy appearing in KM, KE, 

KX1 and KX2 tendency equations is:   
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Finally, we retrieve all terms present in “Supplementary material” (S1.1) and is a con‐

firmation of the robustness of the kinetic energy equations developed in this paper. 
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SUPPLEMENTARY MATERIAL 12: Total available potential energy retrieval 

We  ensure  that  the  computation  of  time‐mean  and  time‐variability  available  en‐

thalpy energy budget were correct by summing all their contributions to retrieve the total 

kinetic energy equation terms obtained in (S3.8). 

  

   (S12.1) 

The sum of conversion and boundary fluxes terms appearing in AM, AE, AX1 and AX2 

tendency equations is:   
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                                    (S12.2) 

The sum of terms contributing to the diabatic heating in KM, KE, KX1 and KX2 tendency 

equations is:   
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            (S12.3) 

We retrieve all terms present in (S1.8) for the available enthalpy; this confirms the 

robustness of the available enthalpy equations developed in this paper. 
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